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WYKAZ OZNACZEN

numer klasy ziarnowej; 1i=1,2,...1,

numer frakcji gestosciowej; 3=1,2,...r,

masa probkKi,

masa ziarn nalezacych jednoczesnie do i-tej klasy
ziarnowej i j-tej frakcji gestosciowej w prodbce,
masa ziarn stanowigcych i-ta klase w probce,

masa ziarn stanowiacych j-ta frakcje gestosciowa w
probce,

masa ziarn substancji niepalnej w probce,

- masa ziarn substancji niepalnej wsrod ziarn i-tej

klasy, j-tej frakcji gestosciowej,

masa ziarn substancji niepalnej w i-tej klasie
ziarnowej,

liczba ziarn w proébce,

liczba ziarn nalezacych jednoczesnie do i-tej Klasy
ziarnowej 1 j-tej frakcji gestosciowej w probce,
liczba ziarn stanowiacych i-ta klase w probce,

liczba ziarn stanowiacych j-ta frakcje gestosciowa W
proébce,

prawdopodobienstwo (estymator prawdopodobienhstwa)
wylosowania ziarna nalezacego jednoczes$nie do i-tej
klasy ziarnowej i j-tej frakcji gestosciowej,
prawdopodobienstwo wylosowania ziarna nalezacego do
i-tej klasy ziarnowej,

prawdopodobienstwo wylosowania ziarna nalezgcego do

j-tej frakcji gestosciowej,

- prawdopodobienstwo warunkowe wylosowania ziarna z

j-tej frakcji gestosciowej, sposrod ziarn i-tej Kklasy,
prawdopodobienstwo wylosowania ziarna skaly plonnej,
prawdopodobienstwo wylosowania ziarna skaly sposrod
ziarn nalezacych do i-tej Kklasy i j-tej frakcji
gestosciowej,



prawdopodobienstwo wylosowania =ziarna skaly sposroéd

ziarn nalezacych do i-tej klasy,
Srednia objetos¢ ziarn w probce,
srednia objetos¢ ziarn w i-tej klasie,

Srednia objetos¢ ziarn w j-tej frakcji gestosciowej,

Srednia gestos¢ ziarn w probce,

Srednia gestos¢ ziarn w j-tej frakciji,

Srednia gestos¢ ziarn w i-tej klasie,

zawvartosc¢ popiolu w probce,

zawartosc¢c popiolu w j-tej frakcji gestosciowej, i-tej
klasy ziarnowej,

zawartos¢ popiolu w i-tej klasie ziarnowej,

zawvartos¢ (wychod masowy) ziarn nalezacych do i-tej
klasy ziarnowej i j-tej frakcji gestosciowej w prcbce,
zawartos¢ (wychdéd masowy) ziarn i-tej klasy w probce,
zawartosc (wychod masowy ) ziarn j-tej frakcji
gestosciowej w proébce,

zawartos¢ (wychéd masowy ) ziarn j-tej frakcji
gestosciowej w i-tej klasie ziarnowej,

zawartosc¢ (wychod masowy) wybranego skladnika w probce

wegla.



1. WSTEP

Oprobowanie jako metoda uzyskiwania informacji o
charakterystycznych wlasnosciach wegla byla dotychczas i
pozostanie niezastapiona, chociazby dlatego, 2ze szczegolowa
analiza calego materialu jest niemozliwa. Pobieranie proébek
materialu i ich analize stosuje sie np.:

- do oceny wzbogacalnosci surowca,

~ przy wstepnym poszukiwaniu optymalnych warunkéw prowadzenia
procesow wzbogacania w zakladach przerobczych,
w celu biezacej oceny jakosci produktéow wzbogacania,

- W sterowaniu procesami przerobczymi,

- w zakladach energetycznych i stacjach przeladunku duzych

mas wegla, np. w portach.

Obecnie zaklady wzbogacania wegla i rud, zaklady
przeladunku materialow sypkich na swiecie dysponuja bardzo
réznorodna aparatura do pobierania, przygotowania i analizy
probek [47], [39], [40], [2], [5], [10]). Naleza do nich: sprzet
recznie obslugiwany, prébobiorniki mechaniczne, wiertila
probobiorcze wspolpracujace ze stacjami przygotowania probek,
stanowigcymi oddzielna czesc wlasciwego zakladu.

Zarowno w kraju, jak i na swiecie poszukuje sie nowych,
skutecznych metod szybkiego oznaczania parametréw jakosciowych
[8], [20], [30], [16], w szczegdolnosci charakterystyki densy-
metrycznej i granulometrycznej materialow uziarnionych [48],
[3].

Mozna wyrozni¢ dwa rodzaje struktur systemow kontrolno-
-pomiarowych dla materialow uziarnionych:

- struktura obejmujaca urzadzenia probobiorcze, zaplecze
laboratoryjne 1lub szybkie analizatory pracujace ‘''near
stream'; system pomiarowy pozwala okreslic Zadane
parametry materialu zawartego w probkach lub w wydzielone]j

strudze pomiarowej;

1i



- struktura zawierajgca urzadzenia pomiarowe umieszczone W
odpowiednich punktach wlasciwego ciagu technologicznego,

pracujace on stream” (na gldéwnej strudze materialu);
systemy takie stosuje sie w zakladach o mnie jszej
wydajnosci materialow sypkich oraz dla miaiéw i wodnych
zaviesin drobnych ziarn materiatu.

W strukturach tych pobranie czesci materialu jako proébki,
przygotowanie probki i pomiar kontrolowanych wlasnosci to zbior
operacji, ktére nalezy uwaza¢ za tzw. pomiar zloZony. Calkowity
zbidér sSrodkéw pomiarowych, konieczny 1 wystarczajacy dla
przeprowvadzenia tak rozumianego pomiaru, to system pomiarowy.
Okreslenie bledu pomiaru systemu wymaga tworzenia modeli
poszczegolnych operacji, skladajgcych sie na pomiar zXIoZony.

Tak wiec "informacyjnos¢" przeprowadzanych pomiaréw w tych.
systemach jest uwarunkowana stanem teorii, pozwalajacej
okresli¢ zroédila powstawania bledow, charakter bledow oraz
ich wielkos¢. Opierajac sie na wyznaczonych modelach systemu
pomiarowego moZna dazy¢ do minimalizacji bleddw, jesli
struktura systemu na to pozwala.

"Wazna role w rozwoju teorii bledow systemow pomiarowych
odegrata sSwiadomos¢ organicznego zwiazku tej teoril z teoria
systemow optymalnych (tzn. systemow gwarantujacych osiagniecie
ekstremum danego kryterium jakosci - np. minimum biedu - przy
uwzglednieniu ograniczen) zarowno w sensie ogdélnym, jak rowniez
w odniesieniu do pewnych szczegélnych aspektédw (np. tak zwane
systemy adaptacyjne 1 uczace sie, systemy rozpoznawania
obrazow) 1lub zastosowan (takich jak teoria telekomunikacji,
teoria informacji, radiolokacja, identyfikacja, planowanie
eksperymentu, teoria masowej obslugi.'" W.J.Rozenberg [42].

Podobnie mozna powiedzieé, zZze istnieje scisly zwiazek
pomiedzy systemami sterowania i systemami pomiarowymi, zaréwno
w sensie struktury, jak i w zagadnieniach analizy oraz ich

syntezy.



2. CEL I ZAKRES PRACY

Prace w zakresie identyfikacji proceséw wzbogacania wegla
przeprowadzane dla celow sterowania i Kkontroli tych procesow
stawiaja przed badaczem problem opisu wegla, jako materialu
ZloZonego z ziarn o zroznicowanych wtasciwosciach fizycznych i
chemicznych. Dotyczy to zarowno opisu wegla surowego, Kktérego
zmienny skilad jest zakloceniem dla prowadzenia proceséow
wzbogacania W sposéb optymalny, jak roéwniez produktow
wzbogacania, ktorych Kkryteria jakosci sa zalezne od ich

parametrow chwilowych.

Traktowanie wiec zakladow wzbogacania wegla jako systemow
sterowanych optymalnie wymaga takze traktowania bloku pomiarow
jakosciowo - 1ilosciowych wegla jako systemu pomiarowego.
Okreslanie bledu systemu pomiarowego wiaze sie =z tworzZeniem
modeli operacji czastkowych systemu pomiarowego i okreslaniem
bledow skiladowych.

Podstawowym celem pracy jest utworzenie probabilistycznego
opisu oproébowania wegla, jako procesu stanowiacego nieodlaczng
czes¢ identyfikacji i sterowania procesow wzbogacania wegla.
Jest to rownoznaczne 2z ustaleniem na drodze analitycznej
ogélnych formul, okreslajacych charakter wybranych cech wegla z
uwzglednieniem aspektow oprébowania. Tworzony opis musi by¢
odpowiedni dla stochastycznych algorytmow sterowania procesow

wzbogacania wegla.

Praca ma charakter poznawczy W tym sensie, Ze rozszerza
dotychczasowy stan wiedzy teoretycznej z zakresu oprobowania o
stochastyczne opisy strukturalne tego 2zjawiska. Jednoczesnie
spelnia cele utylitarne, poniewaz utworzony opis siuzy¢ ma
dalszym badaniom wykorzystujacym stochastyczne algorytmy w
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zakresie modelowania, identyfikacji i sterowania procesoéw
wzbogacania wegla.

Dotychczas, w wielu pracach teoretycznych na temat
sterowania luty  identyfikacji proceséw wzbogacania wegla
zakladano na ogdl w sposéb formalny, okreslony, stochastyczny
charakter zmian wlasnosci wegla. W niektérych pracach (np. [8],
[14], [26], [38]) rozkilady prawdopodobienstwa wybranych cech
wegla traktowano jako identyczne z eksperymentalnie
wyznaczanymi rozkladami tych cech w proébkach, Podobnie
przyjmowano stochastyczne charakterystyki czasowe cech wegla
na podstawie wyznaczonych eksperymentalnie charakterystyk
prébek ([26], [56]). W pracach [55] i [28] poswieconych teorii
oprobowania przyjmowano arbitralnie rozklady prawdopodobienstwa
wychodow frakcji jako normalne. W pracach [55] i [20] autorzy
stwierdzaja ogolna prawidiowosé wigzaca funkcje rozkladu
prawdopodobienstwa wybranych cech materialu w proébce =z
wielkoscia probki i srednia charakterystyka materialu.

Tworzenie opisu procesu oprobowania wegla w niniejszej
pracy rozpoczyna w rozdziale 3 wyprowadzenie deterministycznych
zaleznosci dla wychodow frakcji gestosciowych i ziarnowych oraz
zawartosci popiolu w pojedynczej probce wegla. Te elementarne
formuly wyprowadzono opierajac sie na bilansie masy ziarn w
probce i przyjetych srednich wartosciach gestosci i objetosci
ziarn. Uzyskano zaleznosci wiazace wychody poszczegdélnych
frakcji, klas ziarnowych i zawartosci w nich popiolu - a wiec
wielkosci tradycyjnie stosowanych w opisach procesow
wzbogacania - ze wzgledng 1liczba ziarn badanej frakcji i
populacji odniesienia. Wzgledna 1liczba ziarn stanowi, jako
estymator prawdopodobienstwa wylosowania pojedynczego ziarna o
okreslonych wlasnosciach, wazny parametr przy rozwazaniach
dotyczacych formul rozkladéw prawdopodobienstwa w dalszych

rozdziatach.

W rozdziale 4 zdefiniowano pojecie prawdopodobienstwa, gdy
losowanie ziarn tworzy przestrzen zdarzen elementarnych lub gdy
cechy ziarna uznajemy 2za zmienne losowe oraz gdy wychody

frakcji ziarn wyznaczone z probki sa zmiennymi losowymi.
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W rozdziale 5 przedstawiono opis oprébowania statycznego w
postaci rozkladoéw prawdopodobienstwa liczby ziarn danego typu
oraz rozkladow prawdopodobienstwa wychoddéw frakcji ziarn.
Stosujac odpowiednie schematy losowan, uzyskano ogélne formuly
rozkladdéw, a parametry rozkladow wyznaczono odpowiednio dla
poszczegoélnych frakcji ziarn. Podano kryteria aproksymacji
rozktadéw binomialnych i wielomianowych rozkladami Poissona i
normalnym, wynikajace z odpowiednich twierdzen granicznych.

Rozdzial 6 zawiera opis oprobowania w postaci kilku modeli
procesow stochastycznych: procesow Poissona i pewnego
procesu sygnalowego. Opis zawiera rozklady prawdopodobienstwa
procesow stochastycznych zwiazanych z procesem oprébowania oraz

ich momenty rzedu drugiego.

Utworzone modele daja odpowiedZ na pytanie, jak sa zwiazane
Ze soba charakterystyki s$rednie materialu i odpowiadajace im

wielkosci w probkach o okreslonej licznosci.



3. ZAWARTOSCI FRAKCJI ZIARN O ROZNYCH WLASNOSCIACH FIZYCZNYCH
W POJEDYNCZEJ PROBCE WEGLA

3.1. BILANS MASY ZIARN W PROBCE WEGLA

Ze wzgledu na podstawowe charakterystyki wegla, ktorymi
posluguja sie technolodzy i automatycy podczas sterowania
procesem wzbogacania wegla ( [47], a takze [6], [24], [31] ),
wybranymi cechami fizycznymi wegla w dalszych rozwazaniach beda
objetos¢ i gestosc ziarn.

Przedmiotem rozwazan bedzie pojedyncza probka wegla o
masie m i skonczonej liczbie n ziarn oraz masa ziarn w po-
szczegolnych klasach ziarnowych i frakcjach gestosciowych.

Zalozmy, Zze w wyniku analizy sitowej material zawarty w
probce zostaje podzielony na 1 klas ziarnowych, w Kktoérych
v v

v
1V Vg Vg
Nastepnie ziarna wegla nalezace do poszczegélnych klas zostaja

Srednie objetosci ziarn wynosza odpowiednio: V

rozdzielone w cieczach o réznych gestosciach na r frakcji.
Srednie gestosci ziarn w poszczegélnych frakcjach wynosza
odpowiednio: 61,62,...,6j,...6r.

Uzyskada w wyniku analizy masa m ziarn, ktére nalezja

i]
jednoczesnie do i-tej klasy ziarnowej oraz j-tej frakcji
gestosciowej, moze by¢ obliczona ze wzoru:

m V.8.n (3.1)

- [’ et g s
gdzie:
nij—liczba ziarn nalezacych jednoczesnie do i-tej Kklasy
ziarnowej oraz j-tej frakcji gestosciowej,
i=1,2,...1; j=1,2,...r.
Wyniki doswiadczenia moZzna zapisa¢ w formie macierzy M o 1
wierszach i r kolumnach:
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M 10 o7 Pl sl Valalaac sV 8 DY 18sbs
M = mil“'mij"'mir = Vialnil"'viajnij"‘viarnir (3.2)
MygeoeeMygeeMyy V189039« V1850 40 - - Va8, My

Mase m, ziarn stanowiacych i-tg klase mozna wyznaczyc
przez sumowanie po wszystkich j (frakcjach gestosciowych)
elementarnych mas mij‘ Masy ziarn w poszczegolnych Kklasach
tworza wektor kolumnowy, ktérego skiladowe m, sa suma wyrazow

w i-tym wierszu macierzy M:

por-iemmg, pl g B Mot 2 e

Masa m j ziarn stanowiacych j-ta frakcje gestosciowa w
danej probce jest suma wyrazow w j-tej kolumnie macierzy M i
dla wszystkich frakcji stanowi nastepujgcy wektor wierszowy:

Vis gtk e [1§1m ”] =[ '3 1§1v‘n13],j=1,z,...r iy

Ponadto, masa ziarn w danej klasie moze by¢ wyrazona

zaleznoscia ogoélna:

[m.] = [ V.5.n ] (3.5)
i; P30 y=1,2. .01
gdzie:
ng, - liczba ziarn w danej klasie, sumowana po wszystkich
frakc jach:
r
[ n, 1= [ X n ] (3.6)
. ST s I T e |
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51 - pewna $rednia gestos¢ ziarn w i-tej klasie, Kktora

mozna wyznaczyc z porownania wyrazen (3.5) i (3.3):

(3. 1= M) gt Tl (3.7)

TN R |

Podobnie mozna zapisa¢ zaleznos¢ na mase ziarn j-tej

frakcji gestosciowej:

Frm g [ v

‘J (3.8)

6.n.]
37373 5212,

w Ktérej n j jest liczba ziarn o gestosci Sredniej aj, we

wszystkich klasach ziarnowych:

1
[ o 1 [ £ n ] (3.9)
' i=1 3 ), 4=1,2,...r

a VJ jest pewna Srednia objetoscia ziarn w j-tej frakcji gesto-

Sciowej. Porownujac wyrazenia (3.8) i (3.4), otrzymujemy
zaleznos¢ definiujaca srednia objetos¢ ziarn w j-tej frakcji

gestosciowej:
- i
[ V., 1= | =-1Tcaee—es (3.10)

Mase wszystkich ziarn w probce mozna obliczyé na Kilka
rownowaznych sposobow:
- jako sume mas wszystkich frakcji:

m = Xm = z Z m, . (3.11)

j=1 -3 j=1 i=1 ¥

- jako sume mas wszystkich klas ziarnowych @
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1 r

1
m= X w, = T I m
=1 °° i=1 j=1

13 (3.12)

1

- jako mase liczby n ziarn o pewnej $redniej gestosci 3 i
objetosci Sredniej V

m=V3n (3.13)
Jesli srednie gestosci ziarn w poszczegolnych Kklasach
ziarnowych sa jednakowe i rowne sSredniej gestosci ziarn w

proébce:

Si= S gcillaggi =1ea25es il (3.14)

to Srednia objetos¢ ziarn w probce mozZna Wwyznaczy¢ przez
porownanie wyrazen (3.12) i (3.13) i uwzglednienie (3.5):

e = e (3.15)

Natomiast, jesli objetosci Srednie ziarn w poszczegdolnych
frakcjach gestosciowych sa takie same i rowne sredniej
objetosci ziarn w proébce:

Vj =V, dla j=1,2,...r , (3.16)

to przez pordwnanie wyrazen (3.11) i (3.13) i po uwzglednieniu
vzoru (3.8) otrzymuje sie zaleZzno$S¢ na srednia gestos¢ ziarn w
probce:

T S i)

przy czym n oznacza liczbe ziarn nalezacych do j-tej frakcji

3

i dowolnej klasy ziarnowej:

1
[n . ] = I n 3.18
-3 [ =1 1J ] 2 o
'j_llzl .r
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3.2. WYCHODY KLAS ZIARNOWYCH I FTRAKCJI GESTOSCIOWYCH

Wychod (udzial wagowy) ziarn nalezacych jednoczesnie do
j-tej frakcji gestosciowej oraz i-tej klasy ziarnowej, wyrazony
ilorazem masy tych ziarn przez mase calej proébki:

= ey
{ 7 ] = ’ --alj j (3.19)

po uwzglednieniu wzorow (3.1), (3.11)-(3.13) wynosi:

G e e e e ( 3.20)

1..,73 .3 .

Tak okreslone wychody elementarnych frakcji tworza macierz
[1111 o 1 wierszach i r kolumnach. Z bilansu masy =ziarn w
prébce wynika zaleznosc:

1 r

I X o7,.,=1 (3.21)
i=1 j=1 =4

Charakterystyka granulometryczna danego materialu okresla
udzialy masowe 1lub procentowe ziarn o réznych wymiarach.

W pobranej probce o masie m wychody poszczegdlnych klas
ziarnowych wynoszg:

My
[ 71-] = st (3.22)
. Lp=rvesls, 1

przy czym
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Po podstawieniu do wzoru (3.22) zaleznosci: (3.3), (3.5),
(3.12), (3.13) otrzymujemy:

1
i i§1ajnij vidyny
{4 19 ety B[S (3.23)

z z Via.nij - Vén
i=1 j=1 * J

Jesli zachodzi przypadek (3.14), to wzdér (3.23) upraszcza sie

do postaci:

o Ve S
R (3.24)
i

Charakterystyka densymetryczna okresla udzialy masowe lub
procentowe poszczegolnych frakcji gestosciowych.
Wychéd j-tej frakcji odniesiony do masy calej probki

i Py

& (3.25)

[741=

],j=1,2,...r

obliczymy, podstawiajac do wzoru (3.25) zaleznosci (3.4),
(3.8) i (3.13):

Jesli ma miejsce przypadek (3.16), to wzor (3.26) przyjmuje

postac:
§.n
[7 1= [——J—-'—J] (3.27)
3 L 598 B 00 o7

Wychod j-tej frakcji odniesiony do masy ziarn i-tej klasy
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(3.28)

- .
- i
[7 j/i ] - [ -ag?_

,i=1,2,...1;3=1,2,...r

mozna wyznaczy¢, podstawiajac do wzoru (3.28) wyrazenia (3.1)
3 (B3 )) 8

v.é.n d.n
= AR L et o
[ 7j/i] 2 i (3.29)
Z V. é.n Zd.n "
| i i - i 4,i=1,2,...1
Po uwzglednieniu wzoru (3.7) mamy:
[0 &, W
[ 75, 1= |--1--3] (3.30)
j/i £on
ii. o WSk A YRS  Zam o 5 (R

Dla okreslonych powyzej wychodéw frakcji gestosciowych,
opisujacych charakterystyke densymetryczna materialu spelnione
sa, na podstawie bilansu masy ziarn, zaleznosci:

oraz

=1, dla i=1,2,...1.

3.3. ZAWARTOSC POPIOLU W PROBCE WEGLA

Zawartos¢ popiolu jest wynikiem istnienia substancji
niepalnej w danej masie wegla. ZaldézZmy, Zze zawartos¢ substancji
niepalnej w elementarnej frakcji ziarn o Sredniej gestosci Bj

i objetosci sSredniej V jest spowodowana obecnoscia pewnej

i

liczby kij ziarn skaly plonnej o gestosci ap i objetosci Vl.
Gestos¢ skaly jest znacznie wieksza niz gestosc substancji
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wveglowej. Podobnie jak dla ziarn substancji weglowej (ustep
3.1) mozemy wyrazic¢ mase ziarn substancji niepalnej:
- w elementarnej frakcji

[ my 44) = [ Vi 8, Ky J ' i g (3.31)

- w i-tej klasie ziarnowej

=
[ ma,l.] = ; jil ma,ij ] = [ Vi 6p ki.- ., (3.32)
- w calej proébce
1 1 =
m, = 151 ma,i. SEO) 1§1Vi ki.= ap Vp k (3.33)
gdzie:
kij' ki.' k-odpowiednio: liczby ziarn skaly plonnej, ktoére

znalazly sie wsrod ziarn j-tej frakcji gestosciowej i-tej
klasy ziarnowej;w i-tej klasie ziarnowej; w probce.
Liczby ziarn skaly spelniaja zaleznosci:

r 1
[ ki.] = ~§1kij ] k =i§1 ki. g (3.34)
L J= J i=iee . 1 -
Vp— Srednia objetos¢ ziarn skaly w proébce:
1
! 4 1§1vi S Lo
vp =SSN ik (3.35)
Zk
g=1

Zawartosci popiotu w elementarnej frakcji ziarn, w Klasie
ziarnowej 1lub w probce wyznacza sie jako nastepujace ilorazy

mas:
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m ! V.S k. . s Kk
[yl = ,,gLiJ o |kl feePd] (3.36)
ii Via.ni. E.ni.
s - T R L hea 2
Sl 28 Ao
Kk, | [ sk, ]
m V. & [}
[ o 1= [--%Li ] SO(R Y g s = Dy (3.37)
x5 = = B
), 3R = | &;ny, | ,1=1,2,...1
m V_s_k
o = -ﬁg- = -B-_B__ | (3.38)

Védn

3.4. POSTAC OGOLNA ZAWARTOSCI WYBRANEGO SKLADNIKA W PROBCE
WEGLA

Przedstawione w punktach 3.2 i 3.3 wzory na wychody frakcji
gestosciowych, klas ziarnowych i zawartos¢ popiolu, stanowiace
ilorazy masy wybranych ziarn przez mase ziarn populacji
odniesienia, moZna przedstawi¢ w postaci ogolnej jako udzial

masowy wybranego skladnika:

V= a —=== (3.39)
gdzie:
- udzial masowy wybranego skladnika,
~ liczba ziarn wybranego skladnika,

2 X

- liczba ziarn populacji odniesienia,

a - wspoéiczynnik zalezZny od wymiarow i gestosci ziarn.

Zaleznos¢ (3.39) wiaze wychéd masowy badanej frakcji z
liczbg zawartych w niej ziarn i licznoscia populacji odniesie-
nia. W literaturze [47] iloraz liczby ziarn K/N nosi nazwe "wy-
chodu ilosciowego' lub "zawartosci ilosciowej'".

Dla macierzy wychodow elementarnych frakcji [wij],
okreslonej wzorem (3.20), wspolczynniki a tworza macierz:
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s
g AL %o T 1B
(a1} ‘[ - }. i=1,2,...1 (a5 e
=2t

Dla wektora kolumnowego wychodéw Kklas ziarnowych [wi 1,

na podstawie wzoru (3.23), wektor wspolczynnikow a jest réwny:
Vi Si
[ a; =k s (3.41)
i vV §
- , i=1,2, 1
lub w przypadku szczegolnym, gdy & = Si' w mysl (3.24):
. Vi
[ ai.] = —‘:I— ' i=1,2, 1 (3.42)

Dla wektora wychodoéw frakcji gestosciowych {7 j]'
liczonych wzgledem masy calej probki (wzér 3.26), wspolczyn-
niki a j wWynosza:

V. 8
U 2, i atend (3.43
- \7 S ' J=112; r ’ )
a gdy Vj =V, to c s
[a 1= ]|-=23- -
j 3 T =2kl B (3.44)

Jesli wychody frakcji gestosciowych 1liczy sie wzgledem
masy ziarn danej klasy, to w mysl wzoru (3.30) wspolczynniki a
oblicza sie nastepujaco:

8-
[25n1] - [ g J. A o M
X i=1,2,..

Podobnie, zaleznosci przedstawiajace ilorazy masy substan-
cji niepalnej przez mase ziarn populacji odniesienia mozna

wyrazi¢ poprzez ilorazy odpowiednich ilosci ziarn i pewnych
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wspotlczynnikéw proporcjonalnosci, zaleznych od gestosci i
objetosci ziarn:

Kk
= 11
« = | b, ~=" . (3.46)
[ 13 ] 13705
gdzie:
2w
[ bij] ol S o e N (8- 4bay
3y j=1.2,...r
: Kk
-
(][]
gdzie:
5
[ CH ] = |--P-- (3.47a)
. 3, g 5 e e |
k
x =D m==-, (3.48)
gdzie:
V. 3§
b = -B--B. (3.48a)
Vi

Wystepujace w powyzszych wzorach ilorazy liczby ziarn
okreslaja czestos¢ wystepowania okreslonego typu ziarna w
pewnej populacji prébnej (w prébce) i stanowiag estymatory
prawdopodobienstwa wylosowania pojedynczego ziarna danego typu
z populacji generalnej podlegajacej oproébowaniu:

n
pij = --%J- - estymator prawdopodobienstwa wylosowania
ziarna nalezacego jednoczesnie do i-tej

klasy i j-tej frakcji gestosciowej,
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Py = et ~- estymator prawdopodobienstwa wylosowania
ziarna nalezacego do i-tej klasy,

p_J= PR - estymator prawvdopodobienstwa wylosowania
ziarna nalezacego do j-tej frakcji,

n
pj/i= £_Lay - estymator prawdopodobienstwa wylosowania
ziarna nalezacego do j-tej frakcji sposroéd
ziarn i-tej klasy,
kij
Py 13 s, 2500 - estymator prawdopodobienstwa wylosowania
+J ziarna skaly pionnej sposrod ziarn naleza-
cych do i-tej klasy i j-tej frakcji,
ki
P —ﬁ—L— - estymator prawdopodobienstwa wylosowania
i. ziarna skaly plonnej sposroéd ziarn nalezg-
cych do i-tej klasy ziarnowej,
= Je ——E—— - estymator prawdopodobienstwa wylosowania

ziarna skaly.

Na mocy twierdzenia Bernoulliego estymatory probkowe
53 zbiezne do odpowiednich prawdopodobienstw sukcesu w
doswiadczeniach niezaleznych {12}, [33], [57], Jjesli tylko
liczba doswiadczenh jest odpowiednio duza, a wiec gdy
liczba ziarn wystepujaca w mianowniku kazdego z estymatoroéw
jest odpowiednio duza.

3.5. PRZYKLAD

Prébka wegla surowego o masie m = 58lkg posiuzyla do
okreslenia charakterystyki densymetrycznej i ziarnowej
materialu. Analizy sitowa i densymetryczna wykonano w

laboratorium zakladu przeroébczego. Wyniki analiz przedstawiono
w tablicach 3.1 i 3.2,
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Przyjmujac, ze jest to sSrednia charakterystyka materialu,
na podstawie bilansu masy ziarn w prbébce obliczono wartosci

prawdopodobienstw jako 1ilorazy ilosci =ziarn nij/n.

Pi s
Stanowia one estymato;; prawdopodobienstwa wylosowania pojedyn-
czego ziarna o Srednicy di i gestosci Sj z populacji wegla, z
ktérej pobrano proébki.

W Kklasie ziarnowej powyzej 200 mm przyjeto jako wartosc¢
Srednig sSrednice ziarn d1 = 220-10-3m, a pozostale srednice
w polowie przedzialu kazde j klasy. Objetosc¢ ziarn w
poszczegolnych klasach obliczano ze wzoru:
3
i

co oznacza, zZe wyliczona Srednia objetos¢ ziarn w danej

V. =0,5d
1

(3.49)
klasie jest nieco mniejsza od objetosci kuli o takiej samej
Srednicy.

Dla frakcji gestosciowej ponizej 1300kg/m3 przyjeto Srednig
gestos¢ rowna 51= 1250kg/m3, a dla frakcji najciezszej przyjeto
5. = 2200Kkg/m’.

9
Wyniki obliczen przedstawiajg tablice 3.3 - 3.7 1i rys.3.1.

Tablica 3.1
Wychody klas ziarnowych

Nr Srednica Objetosc Masa Wychod
klasy ziarn ziarn frakcji frakcji

3 . . 3 - -

i di' m Vi ;om mi', kg 11., LY

1 > 200 10 ° 5,324 10 ° 58,1 10, 00

2 (200-80) 10~ ° e i o 52,3 9,00

3 (80-50) 10 ° 1,373 10 69,1 11,89

4 (50-30) 10 ° 0,320 10~ * 68,0 11,70

5 (30-20) 10 ° 7,812 10 ° 68,0 11,70

6 (20-10) 10 ° 1,687 10 ° 265,5 45,69
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Tablica 3.2

Wychody frakcji gestosciowych w poszczegdlnych

klasach ziarnowych

Nr Gestosc —
frakcji ziarn kyshody. 74 wair ey =
: 3 q " 7 . 4 y
j 55; kg/m Vil Yol Liasitonll T, | L5
1 < 1,3 10° |49,9 |52,6 | 54,3 |51,3 | 52,4 | 59,3
2 T () e | 3 ol 5.7 32,9 5,2 4,9
3 (#54-1,5) 18" | 5,001.5, 2 4,9 | 3,6 3,3 9,3
4 {(1,5-1,6) 10° | 4,5 | 4,6 Seae e 542 4,4 2,9
5 (M46-1.7) 103 1,34 e3,0 297 |k v5E 2,9 1,8
6 (=18 10x. |10, I ki 7 2 ool 2Y 7 3,9 1,9
7 ¢ip8-1,9) 103 |7 1,280, 9 2404 |w DHE 2,0 0,5
8 (dp9-2,01 107 1 7,641 2,1 2,0 | 2,4 2,7 2,5
9 LN e Bt Sl T S5 e 6 5 i B . e - )

Obliczone ilosci

Tablica 3.3

ziarn w poszczegélnych frakcjach

29

nij

i e 2 3 4 6

1| 4,35 16,04 218,60 872 3654,56 75351
2 |<1 1,38 Zi1g2. 76, 85 335, 80 5736
8] (&g 1,36 16,97 52, 80 198, 40 10136
4 |<1 1,28 12,3 71,16 247,48 2956
5 |<1 0,69 8,21 24,43 153,22 1724
6 |<1 <1 7,45 32,68 194,28 1716
7 |< 1 <1 T332 37,84 94,25 427
8 |<1 <1 5,15 26,12 120,71 2026
9 | 1,24 4,1 48,69 238, 49 919, 35 12140

n = 119941




Tablica 3.4

Wartosci prawdopodobienstw pij'
Py 4

e 1 2 3 4 5 6
1 | 3,60 10°| 1,34 10%|1,82 10°|7,27 106°|0,03 0,62830
2 1,15 16°|1,76 10*|6,40 10*(2,80 156°| 0,04780
3 1,13 106%|1,40 10*|4,40 10%}1,65 10°| 0,08450
4 1,00 16°%|1,02 10*|5,90 10*|2,06 10°| 0,02460
5 5,75 10°|6,84 10°|2,00 10*|1,27 10°| o0,01437
6 6,20 10°{2,70 10*|0,16 10°| 0,01431
7 6,10 10°|3,10 10*|0,78 10°| 0,00360
8 4,29 10°|2,17 10*{1,00 10°| o0,01690
o | 1,00 16°| 3,40 10°|4,05 10*|1,98 106°}7,66 10°| 0,10120

Tablica 3.5

Wartosci prawdopodobienstw warunkowych pj/1

S By s Pisa Pyss Pise
1| 0,6322 |0,6533 | 0,6319 | 0,6088 0,617 0,671
2 0,0562 | 0,0613 | 0,0536 0,057 0,051
3 0,0554 | 0,0491 | 0,0368 0,033 0,090
4 0,0521 | 0,0355 | 0,0497 0,042 0,026
5 0,0281 | 0,0237 | 0,0170 0,026 0,015
6 0,0215 | 0,0228 0,033 0,015
7 0,0212 | 0,0264 0,016 0,004
8 0,0149 | 0,0182 0,020 0,018
9 | 0,2802 |0,1670 | 0,1408 | 0,1665 0,155 0,108
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Wartosci wspodlczynnikéow a

Tablica 3.6

ij
j\i 1 2 3 4 5 6
1 1497 353,28 35,5 8,25 2,04 0,4237
2 383,48 | 38,5 8,96 2,17 0, 4602
3 414,16 | 41,6 9,57 2,34 0,4942
4 414 44,3 10,26 2,49 0,5293
5 469 46,9 10,95 2,67 0,5624
6 49,9 11,61 2,81 0,5961
7 52,6 12,26 3,0 0,6306
8 55,5 12,94 3,16 0,6642
9 2711 | 635,29 | 62,6 14,59 3,54 0,7497
Tablica 3.7
Wartosci wspolczynnikéw aj/1
B 1 2 3 4 5 6
il 0,789 | 0,805 | 0,859 | 0,842 0,849 0,884
2 0,872 | 0,929 | 0,913 0,912 0,961
&) 0,938 0,998 0,976 1,0 1,033
4 0,882 | 1,068 | 1,047 1,047 1,115
5 1,06 1,139 | 1,114 1,115 1,200
6 1,209 | 1,183 1,182 1,266
7 1,276 1,249 1,250 1,250
8 1,343 | 1,316 1,350 1,388
9 1,393 | 1,437 | 1,705 | 1,483 1,496 1,565
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1. Probabilities pij of drawing a single grain of the

volume V1 and the density Sj from a coal sample

(tab.3.4)



4. INTERPRETACJA PROBABILISTYCZNA PODSTAWOWYCH
CHARAKTERYSTYK W PROBCE WEGLA

4.1. UWAGI OGOLNE

W pracy niniejszej czesto bedzie uzywane pojecie
"prawdopodobienstwa™ w odniesieniu do czestosci wystepowania
pewnych cech wegla. W 2zaleznosci od typu doswiadczenia,
wystepujace cechy wegla beda traktowane jako zdarzenia losowe,
zmienne losowe lub procesy stochastyczne. Zatem niezbedne jest
dla sScislosci rozwazan ustalenie, jakimi Kkategoriami pojec¢
operujemy przy analizie okreslonego typu doswiadczenia, a nawet

zdefiniowanie pewnycnh pojec¢ podstawowych.

4.2. PROBK! JEDNOELEMENTOWE. INTERPRETACJA W KATEGORIACH
ZDARZEN ELEMENTARNYCH

Z procesem oprobowania nieodlacznie wiaze sie¢ pojecie loso-
wosci. Dowolna zbiorowosé¢ ziarn wegla jest materialem rézno-
rodnym pod wzgledem swoich cech fizycznych. Pobranie pojedyn-
czego ziarna w celu okreslenia jego wlasciwosci fizycznych
bedzie nazywane doswiadczeniem losowym. Kazdy wynik
doswiadczenia losowego stanowi zdarzenie elementarne w. Zgodnie
z przyjetym w punkcie 3.1 zalozeniem, wynik doswiadczenia
losowego jest okreslony para liczb rzeczywistych: objetoscia

ziarna Vi oraz jego gestoscia 6j:

{ w: (Vi,Bj) h Vie Ai’ SJe B } (4.1)

gdzie:
Ai - zbidér wartosci Vi’ wlasciwy dla danej klasy ziarnowej;
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Zbiory A i=1,2,...1 dla réznych wskazZnikéw i sa

il

parami roziaczne oraz

1

U A, =1

1=1 i A (4.2)

Bj ~ zbidér wartosci 5j, wlasciwy dla przyjetej frakcji

gestosciowej; zbiory Bj' j=1,2,...r sa dla réznych j
parami roziaczne oraz

r

1 By = Ip (4.3)

Zbidér wszystkich zdarzen elementarnych w tworzy przestrzen
Q, Kktora jest iloczynem kartezjanskim okreslonym na przestrze-

niach I, oraz IB:

A

Q=1, x 1 (4.4)

W przestrzeni Q zawierajg sie wszystkie podzbiory o postaci
AixBj oraz ich sumy i iloczyny, a takze zbioér pusty s.

Przy wielokrotnym losowaniu pojedynczych ziarn wyniki
doswiadczen mozna zapisa¢ w postaci macierzy [nij]' i=1,2,...1;
j=1,2,...r. Element nij oznacza liczbe wylosowanych ziarn o
objetosci VisAi oraz gestosci Sjij, podaje wiec, ile razy

wystapilo zdarzenie elmentarne w:

LR N1j Nir i ol § 4
n,, nij n; . n; = ? nij (4.5)
e ol Dy L ? 5
n .=¥n, ., n .=ZIn, n _=In
.Aill. .ji.lj 11!’
1 r
n==2x n; = S )y & (4.6)
i=1 ' §=1 3



Wektor kolumnowy [n1 ], i=1,2,...1 przedstawia liczbe zda-
rzen typu:

&
V,eA,, §,c UB, } =

{0 SV R ag) &, VAT,

¥ 1 3
= { w: (Vi,SJ), ViEAi’ GJeIB } (4.7)
Wektor wierszowy [n'j], j=1,2,...r przedstawia liczbe zda-
rzen typu:
1
{w : (Vi’sj) A Vie.y Ai ; ajij } =
i=1
={ w :(Vi'éj)' viEIA’ ajij } (4.8)

Miarg czestosci powtarzajacych sie wynikow zdarzen
elementarnych jest iloraz nij/n, gdzie n oznacza liczbe
losowan po jednym ziarnie. lloraz ten wyraza prawdopodobienstwo
pij zdarzenia elementarnego (4.1), oKkreslone na iloczynie
kartez janskim zbioréw A, oraz B;:

i b

[oag) = | 4= | = oseey],

Tak okreslone prawdopodobienstwo spelnia postulaty miary pu:

1 (2.9)

i=1,2,..
DSAYR2h . G

1) wp(2)z 0; u(Z)=0, jesli Z jest zbiorem pustym,
2) u(le 22)=u(zl) + u(zz), jesli Z1 i Z2 sg zdarzeniami
rozlgcznymi,
3) wu(Q) = 1.
Wyrazenie (4.9) okresla prawdopodobienstwo wylosowania w n

1 ’
prawdopodobienstwa wylosowania ziarna o takich wlasnosciach

probach ziarna o wlasnosciach VieA Sjij i jest estymatorem

sposroéd ziarn populacji ogélnej podlegajacej oprobowaniu.
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Aby wyznaczy¢ prawdopodobienstwo P; wylosowania ziarna o
objetosci Vi i dowolnej gestosci BjeIB, czyli:

[ pi.] =[ P(A;x Ip) ] = [j§1P(Aix Bj) ], ] (4.10)

korzystamy z wynikow doswiadczenia:

" n ij r
_ﬁi-] - _J_%-___ = [ p> pij} (4.11)
i=1,2

[ i
2.
- LSy 248 g oL

Prawdopodobienstwo p j zdarzenia (4.8), wylosowania sposroéd
ziarn populacji ogdélnej ziarna o gestosci sjij i dowolnej

objetosci vielA, czyli:
PR
[p'j] = [ P(IAxBj) ] = : 151 P‘Aixaj) ]’ SR (4.12)
wyznaczymy z wynikow doswiadczenia:
1 -
e iy ] | st [ = & ] b1
3 L, D =1 3|, j=1,2,...r

Prawdopodobienstwo warunkowe pj/i zdarzenia polegajacego na
tym, Ze sposrdod ziarn o objetosci Vie Ai wylosowane ziarno ma

gestosc Sj

ij, wynosi:

[pj/i Ji= [p(Bj/Ai)] - "fé?if?jz' 7
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4.3, PROBKI WIELOELEMENTOWE, CECHY ZIARN WEGLA W PROBCE
JAKO ZMIENNE LOSOWE

W badaniach przerébczych rzadko pobiera sie proébki
jednoelementowe. Na ogol pobierane sa probki o scisle okre-
slonej masie [36], ([37], [47]), [55], [24], [6], zawierajace
viele ziarn. Cechy ziarn, takie jak objetos¢ (Srednica) i
gestos¢ nie s bezposrednio mierzone dla Kkazdego ziarna w
probce. Wynikiem pojedynczego doswiadczenia sa udzialy wagowe
(wychody) okreslonych frakcji gestosciowych 1 ziarnowych w
probce wegla.

Mozna latwo wykazac¢, ze wychdd badanego sktadnika, wyrazony
ilorazem masy ziarn badanego skiadnika przez mase ziarn
populacji odniesienia moZze by¢ interpretowany jako prawdopodo-
bienstwo wystepowania okreslonej cechy w badanej populacji
ziarn wegla.

Biorac pod uwage wvprowadzone W rozdziale 3 zaleznosci
wiaZzace udzialy masowe frakcji gestosciowych 1 ziarnowych,
spelniajgce bilans masy ziarn w prébce oraz wlasnosci funkcji
rozkladu prawdopodobienstwa, moZzna twierdzi¢, Ze charakterysty-
ka granulometryczna, okreslajaca wychody poszczegélnych Klas
ziarnowych w probce (3.22)-(3.24) moze byc¢ uwazana za empirycz-
ny rozklad prawvdopodobienstwa zmiennej losowej D (sSrednicy

ziarn) w probce. Jesli bowiem wyrazenie:

P(d1m1n s D < dimax) kil (4.15)
okresla prawdopodobienstwo, ze Srednice ziarn zawartych w

prébce przyjma wartosci z i-tego przedzialu [d, Do @

imin’ dimax
dystrybuanta FD(ds) jest okreslona za pomoca tzw. sumarycznego

wychodu klas ziarnowych:
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FD(dS) = P(D<ds) b z P(dimins D <dimax) =
d =d
imax™ s
s mi
=Z '—&_; (4.16)
i=1

Funkc ja FD() okreslona wzorem (4.16) jest niemalejaca, a dla

calego zakresu zmiennosci D jest spelniona roéownosc:

1
E Rld a-D<gda L i =yl (4.17)
i=1
poniewaz: 1
o By =1
1=1
Podobnie, charakterystyka densymetryczna przedstawiona
zaleznosciami (3.25)-(3.27), okreslajaca udzialy poszczegolnych
frakcji ziarn o roznych gestosciach, moze byé uwazZana za

empiryczny rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej A (ges-
tosci ziarn) w prabce.

Jesli przyjmiemy, 2e wychody frakcji gestosciowych 7.J’
j=1,2,...r liczone wzgledem masy calej probki okreslaja
prawdopodobienstwo, Zze zmienna losowa A przyjmuje wartofcl z
), =1,2,...r, co mozna zapisac

przedzialu (6jmin' ajmax

nastepujaco :

-V (4.18)

. <‘sj max m = 3

p(aj min®

to dystrybuante rozkiadu zmiennej losowej A okresla suma:

Fo(8,) = P(A<s,) = : z A l=((sj min5A<aj o) =
j max "z
4 m
= 5 'ﬁ;j (4.19)
j=1
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Dla calego zakresu zmian gestosci ziarn zachodzi roéwnosc:

r
151 P8 min = & <85 pay) = 1 (4.20)

poniewaz:

Rozszerzajac powyZzsze rozwazZzania na przypadek zmiennej
losowej dwuwymiarowej (D,4A), mozna przyjac¢, Zze wychodd 7ij j-tej
frakcji gestosciowej w i-tej klasie zZiarnowej jest

prawdopodobienstwem nastepujacego zdarzenia jednoczesnego:

m, .
i (4.21)

A<
1)

P(d D<d

iminS imax’ sjmins ajmax
oraz dla i=1,2,...1, Jj=1,2,...r Jjest empirycznym rozkiladem
prawdopodobienstwa zmiennej losowej dwuwymiarowej (D,A), ktérej

dystrybuanta wynosi:

s z m1J
Fry d((cl it S ) = > z - (4.22)
DA'"s' "z i=1  j=1 m
przy czym, w mysl (3.11) i (3.12}):
1 r m
SRR S - A
1=1 j=1

W swietle wprowadzonej zmiennej losowej dwuwymiarowej roz-
klad (4.16) srednicy ziarn i rozklad (4.19) gestosci ziarn sag
rozkladami brzegowymi. Spelnione sa nastepujace zaleznosci dla
rozkladow brzegowych, na mocy relacji pomiedzy wychodami

elementarnymi 7ij a wychodami sumarycznymi ¥y oraz 7y j:

D<d 2A<S ) =

r
i B e E P(dimins imax’ 6jmin jmax

" =
imin imax j=1

z WNET= (4.23)
j=1 ij .
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1
) 3 5 P(Climinﬂkdimax' ajminsA<8jmax) 4

1
Z vy3 =7 . (4.24)

Wychody frakcji gestosciowych liczone wzgledem masy ziarn

ustalonej klasy ziarnowej 7j/i’ j=1,2,...r, i=const, okreslone
Za pomoca wzordow (3.28) - (3.30), stanowig rozklad warunkowy:
P(5 <A<s / d. . sD<d ) = L A (4.25)
jmin”~ jmax imin imax LA 7j/i i

zmiennej losowej A, przy ustaleniu, Ze wartosci sSrednicy ziarn
znajduja sie w i-tym przedziale.

Przykladowe, empiryczne funkcje rozkladoéw, wyznaczone na
podstavie analiz densymetryczne j i ziarnowvej materiaiu
zawartego w préobce usrednionej o duzej masie, pokazano na

rysunkach 4.1 i 4.2.

F(D)
1 —
0,5 =
0 10 50 80 100 200 +10 > D(m]

Rys.4.1. Empiryczny rozklad prawdopodobienstwa srednicy
ziarn w probce wegla

Fig.4.1. Empirical probability distribution of grain
diameters in a coal sample
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Rys.4.2. Empiryczne warunkowe rozklady prawdopodobienstwa
gestosci ziarn w prébce, w klasach ziarnowych d1>0,2 m

i 0,01m<d.<0,02m

Fig.4.2. Empirical conditional probability distributions of
grains densities in two size grades of sample: d1>0,2m

and 0,01 m <d6< 0,02 m

4.4, ZAWARTOSCI FRAKCJI ZIARN JAKO ZMIENNE LOSOWE

Zawartos¢ badanego skladnika w préobce materialu - okreslona
ilorazem masy badanego skladnika do masy proébki, a interpreto-
wana w rozdziale 4.1 jako estymator prawdopodobienstwa wyloso-
wania pojedynczego ziarna o Zadanych wlasnosciach, a w rozdzia-
le 4.2 jako prawdopodobienstwo pewnej cechy ziarn w proébce -
jest takZe zmienna losowa. Oznacza to, Z2e jesli wielokrotnie
zostana pobrane probki z danej populacji ziarn wegla i dla
kazdej probki zostana wyznaczone wychody poszczegélnych klas
ziarnowych, frakcji gestosciowych i zawartosci popiolu, to war-
tosci te dla danej frakcji gestosciowej i ziarnowej beda na
0g6l rozne w poszczegolnych probkach. Jest to fakt powszechnie
obserwowany w laboratoriach zakladow przerébki mechanicznej
wegla.
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MoZna wiec mowi¢ o wielowymiarowej zmiennej losowej (I',A):

(T,A) = ((Tyg, Ayy ) = [ T(dy,84), A(dy,85) 1, (4.26)
=15, 2, AslS: SiIee28 .
oraz o rozktadzie lacznej zmiennej losowej F(I',A).

Rozklad ten, stanowiacy probabilistyczng charakterystyke
wegla na ogoét nie jest znany i czesto wyznacza sie empirycznie
rozktady prawdopodobienstwa wychodow poszczegoélnych frakcji lub
pewnych par zmiennych [26], [38], [14], [15], [50], [51], [56].
W badaniach tych miarg prawdopodobienstwa jest czestos¢
pojawiania sie wynikéw pomiarow w pewnym przedziale [a,b)
danei wielkosci lub w pewnym prostokacie o zadanych wierzchol-
kach.

Przykladowe histogramy wychoddow trzech gilownych frakcji
gestosciowych, wyznaczone na podstawie 300 obserwacji wegla
surowego (w ciagu 45 dni), przedstawiaja rysunki 4.3 - 4.5.

n_
0,1 | N e
8,<1300 kg/m’ ‘J_LI\
erj
TR - E
55 60 65 70 75 80

v, [%]

Rys.4.3. Histogram wychodow frakcji lekkiej w nadawie
wyznaczony na podstawie N = 300 probek

Fig.4.3. Histogram of contents of the light fraction in raw
coal, calculated on the basis N = 300 samples
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Rys. 4. 4. Histogram wychodow frakcji posredniej w nadawie
wyznaczony na podstawie N = 300 probek
Fig.4.4. Histogram of contents of the intermediate fraction
in raw coal, calculated on the basis N = 300
samples.
n_
N
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m toapeish

11_LJﬂr
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Rys.4.5.

Fig.4.5.

15 20 25 30 35 7, [%]

Histogram wychodow frakcji ciezkiej w nadawie
wyznaczony na podstawie N = 300 prébek

Histogram of contents of the heavy fraction in raw
coal, calculated on the basis N = 300 samples



5. SCHEMATY LOSOWE OPROBOWANIA

5.1. UWAGI OGOLNE

W rozdziale tym zostanie podjeta proba okreslenia ogdlnej
formuly rozkladow prawdopodobienstwa zawartosci poszczegélnych
frakcji ziarn w probce wegla. Posta¢ ogdlna rozkiadow zostanie
okreslona na podstawie odpowiednich schematow losowan opisanych
w rachunku prawdopodobienstwa, uwzgledniajacych warunki, w
jakich przebiega proces pobierania probek. Rozklady prawdopodo-
bienstwa dla poszczegolnych schematéw losowan maja moc praw
matematycznych, ujmujacych wyniki doswiadczen w kategoriach
pojec probabilistyki. Zatem rozklady prawdopodobienstwa zmien-
nych losowych wystepujacych w procesie oprébowania wegla utwo-
rzone w sposob poprawny na bazie odpowiednich schematéw losowan

moga by¢ uwazane za tzw.modele strukturalne tych proceséw [42].

5.2. ROZKLADY PRAWDOPODOBIENSTWA POJEDYNCZEJ FRAKCJI ZIARN
W PROBCE WEGLA

5.2.1, ZalozZenia o warunkach pobierania proébek

Zalézmy, podobnie jak w punkcie 3.1, zZe populacja ogdélna
ziarn wegla skilada sie z 1 klas ziarnowych i r frakcji
gestosciowych., Bedziemy tez abstrahowa¢ od tego, zZe populacja
moze sie wyczerpac¢ lub Ze na skutek jej uszczuplenia zmieni
sie rozklad rozpatrywanej cechy w populacji. Ponadto
przyjmujemy, Ze material podlegajacy opréobowaniu jest starannie
wymieszany, wiec prawdopodobienstwo wylosowania pojedynczego
ziarna o zadanych wlasnosciach jest stale podczas pobierania
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probek i w dowolnej czesci populacji. Prawdopodobienstwo to
jest okreslone ilorazem ilosci ziarn posiadajacych Zzadana ceche
przez ogolna liczbe ziarn w populacji. Szczegolowo dla wychodow
poszczegolnych frakcji i1 klas ziarnowych przedstawiono to w
rozdziatach 3.4 i 4.1.

Schemat losowan Bernoulliego, na ktéorym opieraé¢ sie bedzie
wiekszos¢ rozwazan tego rozdzialu, dotyczy N-Krotnego losowania
po jednym elemencie z pewnej =zbiorowosci generalnej, przy czym
wyniki kazdego doswiadczenia sa statystycznie niezalezne, praw-
dopodobienstwo sukcesu jest stale i réwne p, a prawdopodobien-
stwo porazki réwne q=1-p ( [12], [13], [33], [35}, {571, [7]).

5.2.2., Rozklad prawdopodobiernstwa liczby ziarn danego typu
W probce wegla

Stosujac powyzZsze zalozZzenia do procesu pobierania probek
przy jmiemy zmienng losowa X, okreslajaca liczbe =ziarn
wybranej frakcji sposréd N ziarn pobranych do probki. Zmienna
losowa X mozZe przyjmowac¢ wartosci X=0,1,2,...N 2z prawdopodo-
bienstwem okreslonym rozkladem dwumianowym [12], [13], [33}],
[35], [351, [57], [7]:

N-K - K qN—K (5.1)

N K
PR ), SN e g = Aemmss p
i ¥ K! (N-K)!

Ogolna formula tego rozkladu jest taka sama dla kazdej frakcji
gestosciowej lub ziarnowej oraz dla umownie wprowadzonej liczby
ziarn skaly plonnej, przy czym parametrami rozkladu sa:

N - ilos¢ ziarn w proébce,

p - prawdopodobienstwo wylosowania ziarna o odpowiednich
cechach, np. Pyy, Py « Py Pysi0 Py 13 Po,i.’ Py
(rozdzial 3.4),

q = 1-p.

Dystrybuante rozkladu okresla wzoér:

N K N-K

Fix) = Pox<x) = = (3 e (5.2)
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Srednia ilos¢ =ziarn o zadanych wlasnosciach w probce

N-elementowej wynosi:
E(X) = Np (5 3]

a wariancja:
u, = D%(X) = Npq (5.4)

Wariancja rozkladu dwumianowego r.Sn.e ze wryostem N, a ze
wzgledu na p osiaga maksimum przy p=1/2.

Najbardziej prawdopodobna liczbn sukeesow A rozkladzie
dwumianowym wynosi:

ko = entier (N+1)p (BaE)

jesli (N+1)p nie jest liczba calkowita lub tez ictnieia dw:.e
najbardziej prawdopodobne liczby sukcesow:

ko = (N+1)p-1 i ko = (N+1)p (5.6)

jesli sg to liczby calkowite.
Jak widac, wartosc¢ oczekiwana i wartos¢ najbardziej prawdo-
podobna nie zawsze sa rowne, np. W rozkladzie dwumianowym Zz pa-

rametrami: p = 0,1 i N = 55 wartosc¢ oczekiwana wynosi:

E(X) = 5,5
a wartos¢ najbardziej prawdopodobna:
ko = 5.

W rozkladzie o parametrach p = 0,8 i1 N = 9 istnieja dwie

najbardziej prawdopodobne liczby sukcesow:
RS i Ky = 8,
a wartos¢ oczekiwana wynosi:
E(X) = 7,2 .

Nietrudno znalez¢ szereg podobnych ilustracji.

Dla rozkladow symetrycznych momenty centralne rzedu
nieparzystego sa rowne zeru. Poniewaz dla rozkladu dwumianowego

moment trzeciego rzedu wynosi:

kg = Np(1-p){1-2p), N>0, 0<p<1 {5.7)

]

zatem rozklad jest symetryczny dla p=0,5.
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Jake miare asymetrii przyjmuje sie wyrazenie:

Ko 1-2p
K == =S S| i e (5.8)
3/2 1/2
ud?  (Np(1-p) 1Y/
ktore dla p<0,5 ma wartos¢ dodatnig (asymetria rozkladu
dodatnia), a dla p>0,5 ma wartosS¢ ujemna (asymetria rozkiladu

ujemna). Asymetria jest tym wieksza, im mniejsze jest N.

W tablicy 5.1 przedstawiono przykladowe parametry rozkladow
dwumianowych, wyznaczone dla liczby ziarn wegla w Kkolejnych
frakc jach gestosciowych wybranej klasy ziarnowej. Przyjeto war-
tosci prawdopodobienstwa pj/i=5 wylosowania ziarna o gestosci
84 z Kklasy ziarnowej dg = (30-20)10 °m (przyklad 3.5). Dla
trzech wartosci n; (liczba ziarn z danej klasy =ziarnowej),
obliczono wartosci oczekiwane liczby ziarn Ex' wariancje Di
oraz wspolczynnik asymetrii k kazdej frakcji gestosciowej.

Tablica 5.1

Parametry rozkladu dwumianowego

Nr n, = 100 n, = 1000 h, <5918

£2§i Pi/s i ELL g ol B SlE S K
1 | 0,617|61,7|23,6|-0,006{617|236 |-6 16°|3654|1398 |0, 000
2 | 0,057| 5,7| 5,4] 0,16 | 57| 54 |0,02 | 336|318,1]0,003
3 | 0,033| 3,3| 3,2| 0,29 | 33| 32 |0,03 | 198|188,8]|0,005
4 | 0,042| 4,2| 4,0] 0,22 | 42| 40 {0,02 | 247|238,1]0,004
5 | o,026| 2,6 2,5| 0,37 | 26| 25 |0,04 | 153[149,9|0,006
6 | 0,033| 3,3| 3,2| 0,29 | 33| 32 [0,03 | 194|188,8|0,005
7 |l 1o Ol e s I, et de e e 94| 93,2|0,01
g8 | 0,020 2,0{ 1,9} 0,48 | 20| 19 |0,05 | 121]|115,9}0,008
o | 0,155|15,5/13,1]0,048 [155|131 [0,005 | 919|775,1 0,001
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5.2.3. Rozklad prawdopodobienstwa czsstosci wystepowania
ziarn danego typu w probce wegla

Zmienna losowa Y=X/N, okreslona jako 1iloraz ilosci ziarn
o badanych wlasnosciach przez ogolna liczbe ziarn w proébce,

przyjmujaca dla stalej liczby ziarn N wartosci:

i et e gy L

N N 1L (5.9)

ma rowniez rozklad dwumianowy, poniewaz przy stalym N:

P(Y = —5-) = P(X=k) = [ 2 i i (5.10)
Wartos¢ oczekiwana 1 wariancja dla stalej wartosci N
WYNosza:
E(Y) = -5- E(X) =p (5.11)
p(1-p)
p%(y} = -1o- p?(y) = —~—-== (5.12)

Powyzsze wzory maja nastepujace znaczenie praktyczne. W
prébkach o stalej liczbie N ziarn, wzgledna liczba ziarn K/N
danej frakcji ma wartosc¢ srednia rowna p (odpowiednio pij' Py,

P P. ). Ze wzrostem liczby N ziarn

P o

.3* Pjsi+ Pa,ij’ Pa,i.’
pobranych do proébki maleje wariancja kazdej ze zmiennych Y,
tzn. coraz dokladniej przyblizajg one nie znane prawdopodobien-
stwo wylosowania =ziarna o pozadanych cechach z populacji

generalnej.

5.2.4. Rozklad prawdopodobienstwa wychodu pojedynczej
frakcji ziarn w probce wegla

Wyprowadzone w rozdziatach 3.2 i 3.3 wzory na wychody klas
ziarnowych, frakcji gestosciowych i zawartosci w nich popiolu
zostaly sprowadzone w rozdziale 3.4 do ogdlnej postaci:

v = cY (5.13)
Parametr c jest zalezny od gestosci i wymiardéw ziarn.

48



Szczegolowo postac zaleznosci c(Vv,3) dla wychodow

J
przedstawiono w rozdziale 3.4, a w tablicach 3.6 i 3.7 podano

(aij) poszczegolnych frakcji i zawartosci w nich popiolu (bi')

obliczone przykladowe wartosci.

Jesli dla uproszczenia rozwazan przyjac, ze dla danego
typu ziarn (dla danej zmiennej losowej) parametr c jest staly
podczas pobierania prébek, to zmienna losowa v, reprezentujaca
zawartoS¢ wybranego skladnika w proébce wegla, ma rowniez, tak
jak zmienne losowe X 1 Y, rozklad dwumianowy, poniewaz przy
statych N i c:

P[V=c—§—] = P(Y=K/N)= P(X=K) =[ : ]pK (1-p)N7K (5.14)

Wartos¢ srednig E(v) i wariancje Dz(v) mozZna wyznaczyc,

korzystajac z ogélnych wlasnosci momentodw:
E(v) = cE(Y) = cp (5.15)
2
p?(v) = c?p?(v) = -S-BLZZB] (5.16)
lub z wlasnosci funkcji charakterystycznej. W tym celu zauwaz-
my, 2ze zmienna losowa X, okreslajaca liczbe ziarn badanego
skladnika w probie N-elementowej, jest suma N zmiennych loso-

wych o rozkladzie zero-jedynkowym. Funkcja charakterystyczna

zmiennej losowej X ma wiec postac¢ [12], [33]:

P (t) =[ g T SX] ]N (5.17)
gdzie:
i - jednostka urojona,

t - zmienna rzeczywista.

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej v, po uwzgled-
nieniu (5.13), (5.14), (5.17), bedzie miala postac:

p,(t) = xox[ —ﬁ—t] =[ 1+ p[eiCt/N —1] ]N (5.18)

Kole jne momenty zwykle rzedu n wyznacza sie przez roéznicz-
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kowanie funkcji charakterystycznej [12], [33], {57], zgodnie z
formula:

s (b Do
Ml (8= g G {5.19)
i
Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowe]j v jest zatem rowna:
E(v)=m = -i-p (0)=
3l i v

= ep clct/N [ 1+ p[eict/N _1] ]N—l ‘ » ep (5.20)

t=0

Moment zwykly drugiego rzedu otrzymamy jako druga pochodna
wyrazenia (5.18), dla t=0:

c®p [1+(N-1)p]

s L e AL o s i L
m, = —;2 p, (0) = = (5.21)
Wariancja wynosi:
2
2 2 c p(l-p)
D2l = "aAT SIg e < S St (5.22)

co jest zgodne z (5.16).

Mozna sformulowa¢ nastepujace uwagi, dotyczace rozkladow
prawdopodobienstwa wychodow frakcji gestosciowych i Klas
ziarnowych oraz zawartosci popiolu w probkach wegla pobieranych
zgodnie z przyjetymi wyZzej zalozeniami:

- kazda z tych wielkosci, traktowana jako zmienna losowa,

posiada binomialny rozklad prawdopodobienstwa,

- ksztalt rozkladu zalezy od ilosci =ziarn pobranych do
probki oraz prawdopodobienstwa wylosowania pojedynczego
ziarna o danych cechach z populacji podlega jacej
oprobowaniu,

- wariancja rozkladu danej zmiennej losowej jest odwrotnie

proporcjonalna do liczby ziarn w prébce i zalezy od
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parametru c reprezentujacego wymiary i gestos¢ =ziarna
(parametr a dla wychodow frakcji, parametr b dla
zawartosci popiolu - rozdzialy 3.4 i 3.5 oraz tabl. 3.6 i
3.7).

Uwagi powyZsze ilustrujag rozklady prawdopodobienstwa
obliczone dla réznych wartosci parametrow N, p i a, przedsta-

wione na rys. 5.1 - 5.3.

Plr)=P(X=kl} |
D.=1,8 N=20 pi-18
E.=7
03| p =0y
0,2
01
0 2 4 B 8 10 2 % % 1B 20
0 0,250 050 0,750 a W
E'-‘-QN‘E-

Rys.5.1. Rozklady dwumianowe obliczone dla réznych wartosci
prawdopodobienstwa p wylosowania pojedynczego ziarna
i dla stalej liczby N ziarn w proébce

Fig.5.1. Binomial probability distributions calculated for
different values of the probability p of drawing a
single grain and the constant number of grains in
a sample



Piv)=P(X=k)
015
p=0,05
a%
p=0.
o2 p=09
o p=08
08
2%
20 %
£o2
5 L K
0 70 80 30 100 ;r:qﬁN.
0 0,250 050 075a a
Rys.5.2. Rozkilady dwumianowe obliczone dla réznych wartosci
prawdopodobienstwa p i dla statej liczby N ziarn
w proébce
Fig.5.2. Binomial distributions calculated for different
constant num-

values of the probability p and the
ber N of grains in a sample
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Ply)=P(x=k)
0.3

p=05 N=20

02 f 02025 =05 a=1

0,1 1

0 02 04 06 08 10

Rys.5.3. Dwumianowe rozkilady prawdopodobienstwa wychodow
frakcji o roéznych wartosciach wspolczynnika a;
p = const, N = const

Fig.5.3. Binomial probability distributions of fractions yields

for different values of the coefficient a; p = const,
N = const

5.3. ROZKLAD PRAWDOPODOBIENSTWA SUMY DWOCH FRAKCJI

5.3.1. Rozklad prawdopodobienstwa liczby ziarn we frakcji

sumaryczne j

Obecnie beda rozpatrywane dwie rozlaczne frakcje =ziarn
wvegla, np. dwie klasy =ziarnowe takie, ze zbiory A1 i Az
wartosci srednic ziarn s rozlaczne lub dwie frakcje
gestosciowe ziarn, takie ze zbiory B1 i B2 gestosci ziarn sa
rozlaczne.

Niech zmienna losowa X. oznacza liczbe r ziarn pierwszego

typu, a zmienna losowa X2 o;nacza liczbe s ziarn drugiego typu
W probce N-elementowej. Prawdopodobienstwa wylosowania
pojedynczego ziarna wynosza odpowiednio Py i P,. Zmienna losowa
Z, okreslajaca liczbe ziarn, ktére nalezg do frakcji pierwszej

lub drugiej sposréd N ziarn pobranych do proébki, jest sumag
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zmiennych losowych X X i moze przyjmowac wartosci

1’ 2
j=0,1,2,...N., Oznacza to wystapienie nastepujacych Kombijnac ji
par liczb (r,s): r=0,s=j; r=1,s=j-1; ... r=i,s=j-i; ...r=j,s=0.

Zaklada jac niezaleznos¢ zmiennych losowych X1 i X?, mozemy
zapisac:
PN,j(Z) = PN,O(xl) PN’j(XZ) + PN,1(X1) PN,j-l(xz) +

+ P .(Xl) PN,j—i(XZ) . E pN,j(Xl) PN,O(XZ) =

N,i
j
= Z

(X (5.23)

Py, i (%) Py, 5-3(%3)

i=0

gdzie prawdopodobienstwa skladowe:
PN'j(Z) = Py (2=])
PN,i(xl) = PN (X1=i)
Pn, 3-1 (%) = Py (%3=371)
okresla wzor (5.1),.

Zatem uwzgledniajac formule rozkiladow dwumianowych we

wzorze (5.23), otrzymujemy:

j .y .
ANt N I IN=k N j—i N-(j-i)
Bt X #%27 ”ifo[ i ] P 9 [j-i] P2, 19 =)
gdzie:
gy F L-py, [B3%="1-p20 j=o0,1,2,...N
Wyrazenie (5.24) jest kompozycja rozkladow zmiennych losowych
X1 i Xz.

5.3.2. Rozklad prawdopodobienstwa sumarycznego wychodu
dwoch frakcji

Przy stalej liczbie N ziarn w probce i stalym dla danej
frakcji wspéiczynniku c 2zmienna losowa v, okreslajaca sumary-
czny wychod dwoch frakcji, jest nastepujgca kombinacja liniowa

zmiennych losowych xl i XZ:
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Ponadto liczba ziarn frakcji sumarycznej jest réwna Z = X1+ xz.
Zatem wychod frakcji sumarycznej ma rozklad (5.24), poniewaz:

P(v) = P(~5-Z) = P(2)

Aby wyznaczy¢ wartos¢ oczekiwang 1 wariancje sumarycznego
wychodu V=P 4V, utworzymy funkcje charakterystyczne zmiennych

losowych v, i v, :

1 2
wvl (t) =[ 1+ pl[ e iclt/N- 1 ] ]" (5.25)
Py, (€)= [1+ P, [ it -1) ]" (5.26)

Wobec przyjetej niezaleznosci zmiennych vy i Vo funkcja
charakterystyczna pv(t) wychodu sumaryczego jest iloczynem
wyrazen (5.25) 1 (5.26):

p,(t) = {[ 1+p1[e1c1t/N-1]] [1+p2[eic2t/N-1]] }" (5.27)

Po zrézniczkowaniu wyrazenia (5.27) oirzymujemy wz6r na wartosc
oczekiwang sumarycznego wychodu dwéch frakcji:

4 £ e vl =
E(v) = ny Sy Py (0) C,Py + S,P, (5.28)

Obliczajac druga pochodna wyrazenia (5.27), otrzymujemy drugi
moment zwykly:

— TEA by
oYy (B e (e s PN
1 2 2
+ -y~ (€] Py + 2c,6,p,P, + €5 P, ) (5.29)

oraz wvariancje:
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2 _ L AR o - 2 |
D™(v) = m, - my = -g-[c] Py(1-py)+c,; P,(1-P,)] (5.30)
Otrzymany wzor pokrywa sie z ogdélnym wzorem na wariancje sumy

dwoéch zmiennych nieskorelowanych:
2 2 2
D (v1+v2) =D (vl) + D (Vz)
Rozwazania dotyczace wartosci oczekiwanej i wariancji sumy
wychodow dwoch frakcji mozna rozszerzy¢ na sume wiekszej liczby

frakcji rozlacznych:
E(v) = E CLPy (5.31)

przy czym jesli zmienne losowe vk sa nieskorelowane, wowczas

takze wariancja jest suma wariancji poszczegolnych zmiennych:

p%(v) = £ D (v)) (5.32)
K

W rozdziale 5.4 beda wyznaczane momenty poszczegolnych fra-
kcji bez zalozen o niezaleznosci lub nieskorelowaniu.
Rysunki 5.4 - 5.7 przedstawiaja obliczone i empiryczne roz-

klady wychodow frakcji sumarycznej.

P(X) N=20

03 { P(X)i p,=01

PX)i p;=0,3

02

8 2 N4 8 b ¥ i

Rys.5. 4.Dwumianowe rozklady prawdopodobienstwa dwoch

zmiennych losowych X] i X2 oraz ich sumy X=X]+X2

Fig.5.4.Binomial probability distributions of two random

variables Xl, X2 and their sum X=X1+X2

56



13

51<1300kg/m’

il

Rys.5.5.

Fig.5.5.

16

29 42 55 73 7, %

Histogram empiryczny wychodoéow frakcji lekkiej w
nadawie, wyznaczony na podstawie N = 496 proébek
Empirical histogram of contents of the light
fraction in raw coal, calculated on the basis of
N = 496 samples

13

1300 < &, <1500 kg/m’

2 v

6 24 50 %

Ty

Rys.5.6.Histogram empiryczny wychodow frakcji posredniej w
nadavie, wyznaczony na podstawie N = 496 proébek
Fig.5.6.Empirical histogram of contents of the intermediate

fraction in raw coal, calculated on the

basis of

N = 496 samples
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é <1500 kg/m3

212

0,02 rrr Lij

42 60 81 73=71*)2 %

Rys.5.7. Histogram empiryczny sumarycznego wychodu dwéch
frakcji, ktorych rozklady przedstawiono na rys.S5.5
AN 5,6

Fig.5.7. Empirical histogram of summary yields of two frac-
ctions, which distributions have been presented on

fig.5.5 and 5.6

5.4. ROZKLAD PRAWDOPODOBIENSTWA ZMIENNEJ LOSOWEJ
WIELOWYMIAROWEJ

W probce wegla znajduja sie ziarna o réznych wlasnosciach,
ktore rozrozniamy np. jako frakcje gestosciowe i ziarnowe.

Zalozmy, Ze w probce N-elementowej, pobranej zgodnie z wa-
runkami losowania niezaleznego, znajduje sie k1 Ziarn pierwsze-

go rodzaju, k2 ziarn drugiego rodzaju itd., kl ziarn l-tego
rodzaju, przy czym:
kl 7 kz S kl = N,

a frakcje sa parami rozlaczne. Dla Kkazdego rodzaju =ziarn

prawdopodobienstwa wylosowania pojedynczego ziarna z populacji

generalnej wynosza odpowiednio: Py/Py,...p; Oraz
Py + Py * ... +p; =1
Rozwazmy zmienna losowa wielowymiarowag (X1 x2,...xl), gdzie
Xr = kr oznacza, zZe W probce N-elementowej znajduje sie kr
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ziarn nalezacych do r-tej klasy, lub ze jesli w danej Kklasie
ziarnowej jest N ziarn, to r-ta frakcja gestosciowa zawiera kr
ziarn.

Zmienna losowa wielowymiarowa (xl,xz,...xl) reprezentuje
liczby ziarn w poszczegolnych klasach =ziarnowych, na jakie
podzielono calsa probke 1lub liczby ziarn w poszczegdlnych
frakcjach gestosciowych, stanowiacych dana Kklasge =ziarnowa.
Wowczas prawdopodobiensta Pyr Py Py oznaczaja odpowiednio
prawdopodobienstwa:

Py - Nl P28 i lub pj/i’
Tak okreslona zmienna losowa wielowymiarowa ma funkcje pra-

j=1,2,...r; i=const.

wdcpodobienstwa okreslona rozkladem wielomianowym [12]:

kl kr k1
N!p1 R o R
(P NS T 8 b CE G R S IR e e (5.33)
) M ¢ 331 K1 e K1
1 SR 1

Zmienne losowe Xr spelniaja zwiazek liniowy:
X1 + XZ .. +Xl =N
Jesli wezmiemy pod uwage tylke r pierwszych zmiennych

losowych, to r-wymiarowa zmienna losowa ma rozklad prawdopodo-

bienstwa:
k1 kr N-K
N! p;”...P. 4
P(x1=k1,...xr=kr) e = i b ol S (5.34)
kl! k_ ! (N-K)!
gdzie:
K = k1+k2+...kr oraz q = 1—p]—p2- ...pr

Liczba q oznacza prawdopodobienstwo wylosowania ziarna, nie
nalezacego do Zadnej z r klas (lub frakcji) stanowiacych
badana zmienna losowa.

Przy stalej liczbie N ziarn w probce, zmienne losowe okre-

slajace wychody frakcji ziarn:

. S 1
(_ﬁ_ Xl,... N Xr,...—,—q— Xl)

(v v .V (5.35)

oo VpreeaVy)
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v +...+vr+...+v1 =1 (5.36)

maja laczny rozklad wielomianowy (5.33), poniewaz dla stalych
. i N:
P(X =k ) = P (v = o K ) (5.37)
[F i o r N r 2
Natomiast r sposrod 1 tych zmiennych losowych posiada aczny
rozklad prawdopodobienstwa w postaci (5.34).
Aby wyznaczy¢ momenty poszczegolnych zmiennych losowych
Ko+ Boddle
probka N-elementowa powstaje przez N-Kkrotne losowanie po jednym

.Xl, rozpatrzmy nastepujacy schemat losowan. Niech

ziarnie 2z populacji generalnej o duzej 1licznosci. Wyniki

losowan sa niezalezne. Wynik m-tego losowania mozna

przedstawi¢ w postaci wektora losowego [X 1(m),x2(m’,...x‘T)],
zawvierajacego 1 zmiennych losowych, przy czym tylko jedna z
nich jest rézna od zera. Ponadto dla kazdego m jest:

P [ xl(m)= x (M=o x, (M=o ] =P
P [ x, (M=o x (M=o x, (™=1 ] =P

oraz p1+p2+...+pl = 1.

Liczba 1 skladowych wektora odpowiada liczbie przyjetych
klas ziarnowych 1lub frakcji gestosciowych. Prawdopodobienstwo
wylosowania ziarna r-tej frakcji P, jest stale w kazdym
losowaniu. Utworzona proba N-elementowa jest realizacjga wektora
losowego:

[ xl(m) i xém) ,...x{m) ] (5.39)
1

N
(Xq. %y, .0 X)) = ;

Wielowymiarowa zmienna losowa (5.39) ma rozklad wielomianowy
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(5.33). Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej wielowymia-

rowej z definicji jest rowna [12]:

i(t, X .+t X +...+t.X,)
(=l XX )i ]
¥ e R O JEE e (5.40)
NG TR Sk ke 1 |
gdzie:
tl,tz,..‘t1 ~ zmienne rzeczywiste.

Uwzgledniajac (5.38), mozna przedstawi¢ funkcje charakte-

rystyczng wektora losowego w m-tym doswiadczeniu nastepujaco:

1
? (m) iyl S T P £ (5.41)
SR SR =
1 1
Korzystajac z wlasnosci funkcji charakterystycznej sumy N
niezaleznych wektorow losowych (5.39) i uwzgledniajac (5.41),

mamy :
N
P 1) 2 t,) n ¢ (ty, L) =
%y X, 1 1 m=1 X(T?‘ o }m) 1 i
1 it
adeiE pe TP (5.42)
(r=1 -

Aby wyznaczyc¢ dwa pierwsze momenty poszczegolnych zmiennych
losowych w ich rozkladach brzegowych, nalezy wyznaczy¢ pochodne
funkcji charakterystycznej (5.42) wzgledem odpowiednich

zmiennych rzeczywistych t:

X, . X, ¥ it o it
ey R A [ I ope 7 ]N X (5.43)
a t, \r=1 ’ !
]
1 o (5.44)
E(X. =hoe = e = = N : c
( J) i 't ‘ pJ
e ,t,=0
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E(Xj )| D= e = ij[1+pj(N-1)] (5.45)
30 - ,...,t1=0
2 i o el 2 _ S
D (Xj) = L(Xj ) [E(Xj)] NPj(l Pj) (5.46)

Aby obliczyc Kkowariancje pomiedzy parami poszczegdlnych
zmiennych, nalezy najpierw wyznaczyc momenty mieszane E(ijk)'

W tym celu rozniczkujemy (5.43) wzgledem zmiennej t

k:
g
E(X,X,) = =5~ ——m—emun = .N(N- 5.47
(X, j) o Py Pj (N-1) ( )
K 3j Ll,...,tl—o
COV(Xk,Xj) EWE [(Xk-Npk)(Xj-ij)]=
= E(kaj) - N‘pkpj = - Py Py N (5.48)

Istnieja zatem rozne od zera pozadiagonalne elementy macierzy

kowariancji. Wspolczynnik korelacji wyznaczymy z definicji:

PRt Lot S5t e = - o8l (5.49)

p2(x, ) YD?(x.) (1-p.)(1-p, )
k j j Kk

W szczegolnosci, gdy przyjmuje sie rozdzial ziaren na dwie

frakcje, wynik m-tego losowania moZna zapisac:

P (xl(m)=1, xz(m)=o ) = p,

P (xl(m)=0, xz(m)=1 ) = P,

PN BS S 1
Po N losowaniach wektor wynikow zapiszemy nastepujaco:

N
h (m) (m)
(XIS = X e
1’72 mzl [ 1 Z
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N!

- s o el R kK _N-k
P(X,=K, X,=N-Kk} = ==g7iN-kj1P1 P2
cov(xl,xz) =il Nplp2
p(xl'xz) = =d

Momenty wychodow poszczegélnych frakcji ziarn wyznaczymy o-
pierajac sie na funkcji charakterystycznej wektora losowego wy-
choddéw (5.35):

b 2 e Sifdgies ~Cabaiig
’ L4 14
vy vl 1 1 m=1 x(m)' 5 (m}) N N
1 1
1 lcrtr/ N kS
A [ I ] N (5.50)
e
r=1

Postepujgc podobnie jak dla wektora losowego (xl,...xl),

otrzymujemy przez odpowiednie roézniczkowanie funkcji (5.50)

nastepujace parametry wychodoéw frakcji:

E(vy) = c4py (5.51)
2
Crmp(lspsl)
B (5.52)
- N
Cx €5 Pk Py
cov(vk,vj) = = e Ry (5.53)
¥ Susian
Pllreavel = = et (5.54)

Wzory (5.51) i (5.52) odpowiadaja wzorom (5.14) i (5.15),
czego nalezalo oczekiwac. Rézna od zera kowariancja i
wspolczynnik Kkorelacji wskazuja, ze wychody poszczegdlnych

frakcji ziarn w probce sa zmiennymi losowymi skorelowanymi.
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5.5, ROZKLADY ZLOZONE

W rozwazaniach tego rozdzialu zakladano dotychczas, ze
liczba ziarn w probkach jest stala oraz ze parametr c zalezny
od sSrednich gestosci 1 wymiarow ziarn w danej frakcji i w
calei probce jest dla danej frakcji ziarn wielkoscia stalg we
wszysthkich probkach., W praktyce oprobowania na ogél tak nie
jest. Przyjmuje sie stala mase probki, a liczba ziarn w niej
pozosta je zmienna losowa. Wartosc¢c sSrednia gestosci ziarn w da-
ncj klasie ziarnowej (w sensie (3.7)), $rednia gestos¢ ziarn
w probce (3.17), wartos¢ sSrednia objetosci ziarn w danej
frakcji (3.10) 1 w calej proébce (3.15) sa zmiennymi loso-
wymi, jako funkcje liczby ziarn: nij' ny n_J, n. Kazda zmien-
na losowa Vv, przedstawiajaca wychod frakcji ziarn danego
typu lub sume wychodoéw roznych frakcji, ma wiec tak zwany roz-

Rlad ziozony, tzn.:
P(v,Nye) = pppme=t=i | n=n_ve=c PN, @) e 558
N | 0 0

Rozklady P(v)} opisane dla odpowiednich zmiennych losowych w
rozdzialach 5.2, 5.3 i 5.4 sa rozkladami warunkowymi wyznaczo-
nymi dla stalych wartosci c i N.

Aby otrzymac¢ rozklad prawdopodobienstwa zmiennej loscwej v,
gdy N oraz c przybieraja dowolne wartosci, nalezy znalezc
rozklad brzegowy zmiennej losowej 1.

Dla obliczen przykladowych zalézmy, ze¢ liczba N ziarn v
probce jest zmienna loscwg o rozkladzie Poisscra z parsmelprom
A. Parametr c jest staly. Szukana funkcja prawdopcdobienstwa

wynosi :

K i
P' v=€-g=t 3 N=n ] P(N=n) =

(5.56)
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Po przeksztalceniach i zsumowaniu otrzymujemy:
) ey
- e 8 e i i, K=0,1,2;. .. (5.57)
K!

Funkcja prawdopodobienstwa (5.57) znana jest jako rozktad
Poissona o parametrze Ap, przy czym A=E(N).

Wielkosc¢c c, charakteryzujgca wlasnosci fizyczne ziarn, jest
zmienna losowa przyjmujaca wartosci rzeczywiste, a co do
charakteru rozkladu tej zmiennej brak jest podstaw, aby wyroz-
ni¢ ktoérykolwiek z rozkladow standardowych.

Zgodnie z ogdlna regula zlozenia dwoch rozkladow, gdy jedna
ze zmiennych jest typu ciagtego, a druga przyjmuje wartosci
dyskretne, mamy [13]:

o

P[ v = c-X- ] = I £(c) P[V=c-s- | c] dc (5.58)

-

5.6. APROKSYMACJA ROZKLADOW BINOMIALNYCH

5.6.1.Zastosowvanie zbieznosci do rozkladu normalnego

Obliczanie prawdopodobienstw P(X=K) lub P{v=cK/N) na
podstawie rozkladu dwumianowego dla duzych wartosci N i X
jest uciazliwe ze wzgledu na operacje silni i potegowania liczb
mniejszych od jednosci. Na mocy twierdzenia de Moivre’ a
-Laplace’a {[57], [35], [12] dla duzych wartosci N (duzych
probek) przybliZzone wartosci prawdopodobienstw w rozkladzie
zmiennej losowej X, reprezentujgcej liczbe ziarn badanej
frakcji, mozna znalez¢ =z tablic rozkladu normalnego 1lub

wyznaczy¢ ze wzoru:

2
1 1 —(K-Np)~/2Npg
N ). K N-K
P(X=K) = [ X ]p q = & -
v Npg V2I
1 K-Np
= ¢ [ ] (5.59)
v Npq v Npq
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gdzie:

1 2
$(x) = — e ¥ A2 (5.60)
2

jest funkcja gestosci rozkladu normalnego.
W szczegbdlnosci dla najbardziej prawdopodobnej liczby ziarn

w badanej frakcji Kmx = Np prawdopodobienstwo maksymalne wynosi:
1
P (K=K N 2 ) My e {5.61)
s v2IINpq

W pracy [35] znajdujemy, Ze aproksymacja jest najdokiad-

niejsza dla K w otoczeniu Kmx = Np rzedu vNpq, hatomiast w
pracach [57], [12], Ze blad jest wystarczajaco maly, jesli
wielkosci N, K oraz N-K sa dostatecznie duze.

Zmienna losowa v, reprezentujaca zawartos¢ badanej frakcji w
probce wegla, ma rozkilad prawdopodobienstwa przedstawiony za
pomoca Wwzoru (5.14). Uwzgledniajac, ze:

E(v)=cp
oraz

2 2
D™(v} = c”pg/N
mamy nastepujaca aproksymacje rozkladu:

o v N v-cp
P ADSCHpR SRR Sy e (5.62)
c Vv pq cv_pa_.
. v N K

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo wylosowania jednego ziarna
danego typu z populacji podlegajacej oprébowaniu, N jest liczba
ziarn w prébce, a parametr c reprezentuje wymiary i gestosc

ziarn (rozdzial 4.3).
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Na mocy integralnego twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a
prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X (] rozkladzie
dwumianowym, reprezentujaca liczbe ziarn badanej frakcji w
probce N-elementowej, przyjmie wartosci z pewnego przedzialu
<k1,k2>, jest w przyblizeniu roéwne:

P(kys X = k,) = 8(z,) - &(z,) (5.63)

gdzie &(z) jest dystrybuanta standaryzowanego rozkladu

normalnego, oraz:

x

k. -Np .,—Np
Sl z, = —*% (5.64)

Zrg Ol T e 0
1 vV Npq - v Npq

Jesli przedzial <kl,k > jest symetryczny ze wzgledu na war-

2
tos¢ przecietng E(X) = Np, to z = -z i wowczas:

1 2
P(k;s X = k) = 2 8(2,) - 1 (5.65)

Dla zmiennej losowej v, reprezentujacej zawartos¢ badanego

sktadnika, mozemy zapisa¢ nastepujaca rownos¢ graniczna
okreslajaca prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa v
znajdzie sie w przedziale <V V>t
c
( ™~ X - cp .
lim P V. = = v = P(v,)-d(Vv,) (5.66)
Noo 1 cv pag 2 2 o
vV N
gdzie X przyjmuje wartosci K=0,1,2,...N.
Jesli v1 = -v, =V, to:
| v - E(v)]
P [ ___BT;T_——__ <v ] = 2 d(v) -1 (5.67)

Wzor powyzszy pozwala na aproksymacje dystrybuanta rozkladu
normalnego oszacowan wartosci prawdopodobienstwa odchylenia
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wychodu v badanej frakcji ziarn wegla, od spodziewanej Sredniej

E(v) o wartos¢ vD(v). Ze wzgledu na przydatnosS¢ powyzszego

wzoru do obliczen praktycznych zapiszmy go jeszcze w innych

postaciach:

¢ ‘/p_q'
K

Ic—ﬁ— - cpl <v ¢

S = 28(v)-1 (5.68)

vV N

lub w celu oszacowania czestosci K/N wystepowania ziarn badane-
go typu w probkach N-elementowych:
vpq

vV N

pl L K bl < « 20(v)-1 (5.69)

Oznaczajac:

vpq

vV N

vC

i uwzgledniajac wyrazenia na wartos¢ oczekiwana i wariancje

zmiennej losowej v, moZemy wzor (5.68) zapisac¢ nastepujaco:

P[Iv - E(v)l < c] & 2@[ Div) ] -1 (5.70)

Rozpatrzmy teraz wektor losowy (5.35) wychodéw frakcji
ziarn, ktorego 11aczny rozkiad prawdopodobienstwa dany jest
wzorem (5.33). Wartos¢ oczekiwana kazdej ze zmiennych losowych

i ich drugie momenty sa okreslone wzorami (5.51) - (5.53).
Utwérzmy wektor losowy (21,22,...21), ktérego skladowe sa
unormowanymi zmiennymi losowymi wychodoéw poszczegdélnych frakciji
zZiarn:
v, “E(v, VEE SR
z, = L L ey =T T hEba1 )
> e s c— J
] ) vp,(1-p,)
T s g
AT

E(Z)=0, Dz(Zj)=1, j=1,2,...1 (5.72)
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VPP (5.73)

cov(Zj,Zk)= L N — M
V(l-pj)(l—pk)

Dystrybuanta F(zl,zz,...zl) na mocy uogodlnienia twierdzenia
de Moivre'a-Laplace'a moze byc¢ aproksymowana dystrybuanta wie-

lowymiarowego rozkladu normalnego [12]:

PloZusZy, ZoSZo, oo Zy<Z, ) = (5.74)
1 % A 1 ; \
o T [l o S exp[ AT % M., |lz,z, ;dz....dz
s 2IM| o LTS KT R 2T Y 1
v (2“)1|M| © ® J, k=1

w ktorym |[M| = O jest wyznacznikiem macierzy momentow rzedu

drugiego par zmiennych losowych (Zj'zk)’ a lekl jest dopeil-
nieniem algebraicznym wyrazu cov(Zj,Zk) w wyznaczniku macie-

rzy M.

5.6.2.2astosovanie zbieznosci do rozkladu Poissona

W przypadku gdy liczba N ziarn w probce jest duza, a praw-
dopodcbienstwo p wylosowania ziarna danego typu jest male, tak
2e iloczyn Np = A jest niewielki (Nz2100, A=20 [11]), to na mocy
twierdzenia Poissona rozklad dwumianowy jest zbiezny do rozkila-

du Poissona:

AK

K!

al (5.75)

19m [ N ) pK(l_p)N—K iy
(K )
N-w 4

Rozklad Poissona, podobnie jak rozklad dwumianowy, jest
rozkladem dyskretnym. Charakteryzuje sie jednym parametrem A,
wiec moze aproksymowac¢ rozklady dwumianowe o roznych parame-

trach N i p, speilniajacych warunek:

Np = A = const.



Wedlug autora pracy [35] przyblizenie:

AK

K!

-A

f A —
[ z | pR(1-p)N K . e (5.76)

jest wystarczajace, jesli liczba N jest tak duza, ze:
Np = Npg >>1 (5.77)
Jesli Np jest rzedu 1, wzor (5.76) nie jest siluszny.
Zmienna losowa X moze przyjmowac¢ wartosci K=0,1,2,... oraz
E(X) = D?(X) = A.

Zmienna losowa Y=K/N, okreslajaca wzgledna czestos¢ ziarn
danego typu w probce N-elementowej, ma takzZe rozklad dwumianowy
(rozdzial 5.2), ktéry moze by¢ aproksymowany zgodnie z (5.76).

Wyznaczmy parametry E(Y) oraz DZ(Y). Jak wiadomo, funkcja
charakterystyczna zmiennej losowej X o rozkladzie Poissona jest
rowna:

AT Al t-1) (5.78)
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej Y o rozkladzie
Poissona, z definicji, moze by¢ zapisana nastepujaco:

®  {tK/N s . = SR
p ()= ¢ (t) =X e KT € = e B T =
Y X/N K=0 v K=0 -
it/N _
VAR vt AT e 1) (5.79)
= e e
Obliczajac odpowiednie pochodne funkcji (5.79), otrzymamy
wyrazenia na kolejne momenty:
I — A
SN e (5.80)
2
1 ATHA
Do - o - (5.81)
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p%(¥) = m,-m, % = —— (5.82)

Wychod pojedynczej frakcji v = cK/N, przy stalych c oraz N,
jest zmienna losowa, ktorej rozklad mozna rowniez aproksymowac
zgodnie ze wzorem (5.75), jesli sa spelnione warunki dotyczace
licznosci proébki.

Funkcja charakterystyczna wychodu pojedynczej frakcji,
jako zmiennej losowej o rozkladzie Poissona, wynosi:

ict/N _
R.0s(5) sBaP i SE IR etle 1) (5.83)

(]

a wartos¢ oczekiwana i wariancja sa roéwne:

CcA c2 A

2
' D™ (v) =
N N2

E(v)= (5.84)

Parametr A jest zalezny od prawdopodobienstwa p wylosowania
ziarna danego typu. Zatem kazda Zzmienna losowa vj,
reprezentujgca wychéd ziarn danej frakcji posiada nastepujace
parametry:

2

c.A [ & A
IS ) 2 e, =20,
)= — DE(vy) = 2z (5.85)

!

Aj=ij ), l-:(vj

Jesli ponadto dla zmiennych losowych vJ spelnione sj warunki:

1
jzl vj=1, N=k1+...+k1, p1+...+p1<<1 (5.86)
to dla duzych wartosci N rozklad wielomianowy (5.33) mozna

przyblizyé wzorem [35]:

k

1=2 ¢ "= x.)
e J (5.87)

1 kj !
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W szczegolnos$ci, gdy rozpatrujemy dwie frakcje ziarn: frakcje
wybrana oraz pozostale ziarna, otrzymujemy wzor (5.76).
Z zaleznosci (5.87) mczna wyciagng¢ wniosek, zZe:

P(vi,v.) = P(Vi) P(v (5.88)

; it
Ma to nastepujace znaczenie praktyczne: jesli proéobka zawiera
duza 1liczbe N ziarn, a prawdopodobienstwo p. wylosowania
pojedynczego ziarna jest male dla poszczegolnych frakcji ziarn,
to wychody poszczegdlnych frakcji sa zmiennymi losowymi
niezaleznymi.

Twierdzenie o dodawaniu dla zmiennych losowych o rozkladzie
Poissona pozwala na okreslenie rozkladu sumy wychodow dwoéch
frakcji ViVt
K
)

SR

(A, +A
+ vz) = e ( 1 2) K

P(v (5.89)

1
Jesli znane sa parametry Al,az, a w obydwu frakcjach jest
lacznie K ziarn, to mozZzna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze K1
ziarn znajduje sie we frakcji pierwszej, a K2 = K—K1 ziarn we
frakcji drugiej. W tym celu wyznaczamy prawdopodobienstwo

warunkowe:

P [X1=K X,=K,| X=X ] ! e et

1-%27K5 P(X=K)
K K
1 2
5 Ay, Ay E Ap . Ay — A
] ] [}
o K, ! Kt K ko vibs
. K TOKL KLY K, +K =
(A1*2,) (A +A,) 1'%2 (A +2,)51%%2
K!
Kt K. K
T
s (5.90)
Rkt P1 Py

Wynik obliczen daje lewa strone wzoru (5.87).
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Aproksymacja rozkladow dwumianowych rozkladem Poissona i
twierdzenie o dodawaniu zapisane za pomoca wzoru (5.89) maja
nastepujace znaczenie praktyczne: jesli znane sa wartosci Sred-
nie wychodow waskich frakcji gestosciowych 1lub ziarnowych

Vl,... C

to rozklad prawdopodobienstwa wychodu frakcji sumarycznej jest
okreslony wzorem (5.89), a parametrem rozkladu jest nastepujaca

suma :

5.7.ROZKLADY PRAWDOPODOBIENSTWA FRAKCJI W PROBCE
POMNIEJSZONEJ

Pomnie jszanie proébki ogolnej do tzw. probki laboratoryjnej,
a nastepnie do prébki analitycznej to kolejna operacja, po po-
bieraniu prébki z populacji generalnej, wprowadzajaca czynnik
losowy do okres$lania charakterystyki wegla. Licznosc¢ proébki po-
mniejszanej nie jest tak duza jak licznosc¢ populacji generalnej
i warunki losowania nie zapewniaja statosci prawdopodobienstwa.
Mozna tu zastosowac¢ schemat losowan Pélya, w ktérym z populacji
o0 licznosci N (probka ogoélna), w ktorej jest K ziarn danego ty-
pu, losuije sie bez zwracania N’ ziarn, stanowigcych proébke po-
mniejszong. Liczba K’ 2ziarn badanego skladnika w proébce
pomnie jszonej podlega rozkladowi hipergeometrycznemu:

P(K’) =[-EL1_[NN:§'1_ (5.91)

7 ﬁ—T"‘
L v)
Przy stalych wartosciach N' oraz c zmienna losowa:

v' = cK'/N',

stanowigca zawartos¢ ziarn badanej frakcji w probce pomniejszo-

73



nej rowniez podlega rozkladowi hipergeometrycznemu, wediug for-
muty (5.91), poniewaz:

P(cK'/N') = P(K') (5.92)

a wartos¢ oczekiwana i wariancja wynosza odpowiednio:

E(v') = cK/N =c p’ (5.93)
p?(v') = 2 p'(1-p") (-7 - -k (5.94)
gdzie:
p’' - prawdopodobienstwo wylosowania pojedynczego ziarna
badanej frakcji z probki ogdélnej,
p’' = K/N.
Stopien pomniejszania proébki wynosi:
Q = N/N',

wiec wariancje (5.94) mozna zapisa¢ nastepujaco:

p?(v') = ¢ p’'(1-p') -1 (5.95)

Jesli @1, to wariancja probki pomniejszonej dazy do zera,
a ze wzrostem Q wariancja rosnie liniowo. Ponadto wariancja
zalezy takzZze od wartosci prawdopodobienstwa p’, a wiec od za-
wartosci ziarn badanej frakcji w probce ogélnej, podobnie jak
przy pobieraniu prébki z populacji generalnej (np. wzor (5.16))
i ze wzgledu na wartos¢ p’ wariancja osiaga maksimum dla:
p’' = 1/2.

Jesli nie ma podstaw, aby przyja¢ staila wartosc¢ parametru c
oraz stala liczbe N ziarn podczas procesu pomniejszania
probek, to nalezy zastosowa¢ rozklady zlozone (rozdzial 5.5), w

ktorych rozkiad hipergeometryczny jest rozkladem warunkowym.



6. MODELE OPROBOWANIA DYNAMICZNEGO

6.1. UWAGI OGOLNE

Dynamicznym pobieraniem probek nazywa¢ bedziemy wydzielanie
w dowolnej losowej chwili t pewnej masy wegla z ogdlnego,
transportowanego przenosnikiem, strumienia masy nadawy.

Model oprébowania dynamicznego jest sScisle zwiazany z przy-
jetym opisem transportu masy, np. w postaci odpowiedniego pro-
cesu stochastycznego, oraz ze sposobem probkowania tego proce-
su. Opis oprobowania dynamicznego dotyczy takze tzw. ciaglego
pomiaru zawartosci popiolu, siarki lub wilgoci w weglu. Bowiem
w okreslonej chwili czasu wiazka promieniowania obejmuje tylko
pewna porcje badanej masy [34] i wynik pomiaru dotyczy procesu
probkowanego.

Biorac pod uwage rozpatrywane w rozdzialach 3-5 cechy
ziarn wegla oraz stosowane przez technologéw i automatykow
wielkosci opisujgce nadawe do procesow wzbogacania, wlasnosci
materialu obserwowane w pewnym stalym punkcie wzgledem
przesuwva jacego sie przenosnika mozZna przedstawic jako
nastepujaca funkcje losowa (wektorowe pole losowe):

{ ¥ (d,8,s,t) , a (d,8,s,t) } (6.1)
gdzie:
¥ - wychod frakcji ziarn o s$rednicy d i gestosci 3§,
o - zapopielenie frakcji ziarn o Srednicy d i gestosci &,
s - wektor wspélrzednych,
t - czas.

W ustalonej chwili t0 i ustalonym punkcie przenosnika Sq
wielkosci ¥ 1 o pozostaja funkcjami losowymi parametrow d i &,
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a wektor losowy (6.1) jest wektorowym polem losowym z ciaglym
parametrem (d,d).

Dla ustalonych wartosci srednich (lub przedzialdw zmian)
srednicy dA(i=1,2,..,k) oraz dgestosci ziarn 6j (j=1,2,...1),
zaobserwowane W pewnym przedziale czasu (0,T}) wychody i
zapopielenia poszczegélnych frakcji gestosciowych i klas

ziainowych mozna uwazac za realizacje wielowymiarowego procesu

stochastycznego:
Uy (a8s,t), aldy 8 s e = [r (s t)e s, 0] (6.2)
SI=hL 7 .k
j=1,2, A
Kazda 2z funkcji losowych vij(s,t}, aij(s,t) przyjmuje

wartosci rzeczywiste z przedzialu [0,1].

W ustalonej chwili to i ustalonym punkcie o wspoirzednych
Sq kazda z funkcji losowych (6.2) staje sie zmienna losowa,
okreslajaca zawartosc frakcji wybranego typu ziarn,

zna jdujacych sie na przenosniku w pewnym otoczeniu As punktu

Sg°
[ ij (8g:tg:8s)
V. :(8,,8,) ] s s i e e (6.2a)
i m (S, t,.As) o alon
- §j=0e2,,
=
[ ma,ij(SO'tO‘As)
od.a 4 Sl )] I o T (6.2b)
1 e mi.(so,to,As)
J , i=1,2,...k
=20 208
gdzie:
mlj - masa ziarn j-tej frakcji gestosciowej, i-tej Klasy
Ziarnowej,
m. iy masa ziarn skaly plonnej wsrod ziarn j-tej frakcji

gestosciowej, i-tej klasy ziarnowej,

m - ogoélna masa ziarn.
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Uwzgledniajac (3.1), (3.11)-(3.13), (3.33) w wyrazeniach
(6.2) - (6.2b) widzimy, ze podstawowymi procesami losowymi sa

liczby ziarn o okreslonych wlasnosciach:
nij(t,s,As), n(t,s,As), kij(t,s,As) (6.3)

w strumieniu masy na przenosniku.

Jest oczywiste, ze funkcja losowa jest okreslona wtedy
[19), [41), 1([42], 1{12], [45]), [46], gdy dana jest miara
probabilistyczna dla dowolnych wartosci argumentéw (d,8,s,t}).

Miare probabilistyczna proceséw stochastycznych okreslaja:
laczna gestosc¢c prawdopodobienstwa, funkcja charakterystyczna
lub ciag nieskonczony dystrybuant skonczenie wymiarowych dla
dowolnych wartosci argumentdw 2z przedzialu ich zmiennosci.
Poniewaz okreslenie miary probabilistycznej procesow (6.1),
({6.2) nie jest mozliwe, a w kazdym razie malo przydatne w
zadaniach praktycznych, czesto przyjmuje sie dodatkowe zaloze-
nia o procesie, ulatwiajace okreslenie miary. Zaklada sie np.
stacjonarnos¢, ergodycznosc¢, niezaleznosc poszczegdlnych skia-
dowych wektora losowego (6.2) lub tez, Ze proces opisujacy
zmienne w czasie wybrane cechy ziarn wegla jest procesem
k-tego rzedu. Ta ostatnia wlasnos¢ oznacza, Ze znajomoS¢ tylko
k-wymiarowych dystrybuant umozliwia wyznaczenie ciagu
n-wymiarowych dystrybuant tego procesu, przy czym n moze byc¢
dowolnie duze.

Modelami procesow k-tego rzedu sa np. :

- dla k=1, proces bezwzglednie losowy (szum bialy};
- dla k=2, procesy Poissona, procesy Markowa, procesy
gaussowskie,

Opis procesu przez podanie miary probabilistycznej nosi
nazwe modelu zupelnego [42], w odroznieniu od modelu niezupel-
nego danego w postaci np. momentéw r-tego rzedu:

1 /3 'n
mgbae ok - sEERIE IERIEE IR G R hos

przy czym r=i_sl k... +1
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Dla procesow reprezentujacych zmienne w czasie wlasnosci
nadawy w podejsciu inzynierskim najczesciej stosuje sie momenty
zwykle lub centralne pierwszego i drugiego rzedu, tzn. wartosc¢
Srednia, wariancje i funkcje korelacyjna. Znajomos¢ tych momen-
téw umozliwia analize korelacyjna procesow, dogodng przy opisie

w zakresie teorii regulacji.

Ponadto spotyka sie modele przedstawiajace proces (6.2)
lub proces dyskretny {1ij(tk), aij(tk)} jako sygnal wyjsciowy
pewnego deterministycznego ukladu liniowego (] sygnale
we jSciowym W postaci szumu bialego. Takie pode jscie
moze by¢ przydatne w przypadku tworzenia dyskretnych
algorytmow sterowania procesami wzbogacania wegla i umozliwia
stosunkowo dogodna identyfikacje modeli procesow[32], [56].

Zatozenie o ergodycznosci jest na ogél przyjmowane przy
analizie wszystkich danych eksperymentalnych [38], [14], [15],
gdy stanowia one tylko jedna realizacje, oraz przy analizie
teoretycznej bledow pomiarowych [8], [18].

Dotychczas nie pode jmowano proby wyznaczania miary
probabilistycznej procesow (6.1)-(6.2b), ujmujacych zmiennosc
w czasie 1lacznej charakterystyki wegla. Nalezy natomiast
podkresli¢, ze w pracach [1] i [44] autorzy tworza opis
proceséw wzbogacania wegla, stosujac wybrane modele procesoéw
stochastycznych, operujac miara probabilistyczna zalezna od

czasu.

W rozdziale 6 beda rozpatrywane pewne wybrane modele
proceséw stochastycznych w zastosowaniu do opisu oproébowania
wegla, pozwalajace uzyska¢ miare probabilistyczna proceséow
(6.3).
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6.2. MODEL GPROBOWANIA Z WYKORZYSTANIEM PROCESOW POISSONA

6.2.1, Rozmieszczenie ziarn wegla w czasie jako

poissonowski potok zdarzen

Podstawowe znaczenie dla tworzonych w tym rozdziale modeli
bedzie. mialo przyjecie pewnych zalozen co do rozmieszczenia
ziarn wegla na przenosniku. Podejscie podcbne stosuje sie dla
opisu wlasnosci pewnych losowych zbicrow punktow w fizyce, np.
energii czastek promieniowania kosmicznego, stanu licznika
Geigera itp. [17].

Zalézmy wiec, ze:

1) n ziarn danego typu zostalo kolejno, niezaleznie jedno
od drugiego rozmieszczonych losowo na diugosci 1 przenosnika
(na powierzchni s, w objetosci v) lub, co jest rownowazne przy
stalej predkosci tasmy, w przedziale (0,T) tworza odpowie-
dni zbidor punktéw na osi czasu;

2)prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, 2e
ziarno znajduje sie w przedziale At, nie zalezy od polozenia

tego przedzialu na osi t; wynosi:

(6.4)

i jest jednakowe dla Lkazdego =ziarna z danej frakcji.
W przypadku rozktadu ziaren na odcinku dlugosci 1, powierz-
chni s 1lub objetosci v mamy odpowiednio:
p=Al/1 ; p=As/s; p=Av/v.
Zatem, prawdopodobienstwo wystapienia k ziarn w przedziale
At, podczas gdy n (nzk) ziarn znajduje sie w przedziale (0,T),

wynosi:

P{k ziarn w przedziale At} = [ E] p %(1-p) i (6.5)

Na mocy twierdzenia Poissona, jesli dlugos¢ przedziaiu T
rosnie oraz liczba n ziarn, znajdujacych sie w nim, rosnie w

taki sposéb, ze:
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n
lim o i A =const (6.6)
N
Tow
wowczas [35]:

P{ K ziarn w przedziale At} = P(k,At) =

_adt (aar)K

Fni K!

(6.7)
Parametr A nazywa sie intensywnoscia i okresla spodziswana
liczbe ziarn w przedziale czasu o dlugosci At=1., Wartosc A jest
zalezna od zawartosci danej frakcji w materiale (rozdz. 5.6.2.)
oraz od grubosci warstwy materialu.
Jesli prawdopodobienstwo p wylosowania pojedynczego ziarna

nie jest stale, lecz na odcinku tz—t jest okreslone pewna

1
calka:

p=1J oa(t)dt (6.8)

t1
na skutek zmiennej w czasie zawartosci ziarn danego typu w
nadawie lub zmiany obciazZzenia przenosnika, wowczas takze

intensywnos¢ a jest zalezna od t:

A(t) = na(t) (6.9)

a prawdopodobienstwo otrzymania k ziarn w przedziale (tl,tz)
wynosi [35]:

t2

Kk
S Aa(t)dt ]

P/k,t-t.)= — ' —— °  ex [ T
S gt k! P ok

5

A(t)dt ] (6.10)

Niech teraz Xt oznacza liczbe ziarn zaobserwowanych 1lub
zmierzonych przez detektor pomiarowy, kamere lub inny przyrzad
w materiale podlega jacym oprobowaniu, ktoére zostaly
przeniesione przez przenosnik w przedziale <0,t), Ost<w.
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{xt,OStm) jest procesem stochastycznym, gdzie dla kazdego
t zmienna losowa xt przy jmuje wartosci calkowite nieujemne
1 =MoL 28 e

O procesie X_  zakladamy, ze:

t
1° {Xt, 0= t <o } jest procesem o przyrostach niezalez-

nych, co oznacza, Ze w rozlacznych przedzialach czasowych:

o O meene <t t )

2)"" n-1’'"n

zmienne losowe:

sa niezaleznymi 2zmiennymi losowymi, co implikuje nastepujaca
rownosc¢ prawdopodobienstw:
P { xt —xt =k X —xt =k Je Xt -X = } =

T t, & & n ‘n-1

P { X -X_=k, }...P { X, -X =
t1 t0 1 t‘n n-1

2 {Xt, 0= t <w} jest procesem o przyrostach jednorodnych,
co oznacza, ze prawdopodobienstwo pojawienia sie okreslonej
ilosci ziarn w przedzialach czasowych o jednakowej dlugosci

jest stale. Prawdopodobienstwo:

w, (t) =P( X, -X, =Kk )
k t t,

zalezy tylko od dlugosci przedzialu <t1,t2);

3° { Xt, 0= t <w} jest procesem prostym, wiec prawdopodo-
bieAstwo pojawienia sie badanego =ziarna w malym przedziale

czasowym t (t-0) jest rowne A, czyli:

v (t)  P{X =1) _ At+o(t)

oraz:
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1 - w (L) - w,(t)
lim 0 T 1 = 0,
t-0

co oznacza, ze prawdopodobienstwo
dwéch ziarn w przedziale t (t-0) jest rzedu o(t).

pojawienia sie co najmniej

Przy tych zalozeniach dla dowolnego, ustalonego punktu t,

(0=t<o) Xt jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona z parame-

trem At [12]:

e A2
P{ xt—k } = e k! (6.11)
Kazda realizacja tego procesu jest funkcja schodkowa (rys.6.1)
Zze stopniami réwnymi 1, wystepujacymi w losowych punktach ti'

n(t)=X(t)
7
6
S —_——
4
3
2 Rys.6.1. Realizacja procesu
1 Poissona
0 t Fig.6.1. Realization of a
- T LI Poisson process

Wartoscia srednia procesu xt jest sSrednia ilos¢ ziarn dane-
go typu w przedziale (0,t) i wynosi:
E{xt} = At (6.12)

Pozostale parametry procesu Poissona sa nastepujace [35]:

E (( X, )2y = 2% t? st (6.13)

2 il 2, _
Dy (t) = E{[X -E(X,)]"}= At (6.14)
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R.(t,,t.) =E { X, X, } =
X'l "2 t1 t2
Aty + Aztltz : t,=t,
= I 2 (6.15)
B e, AAF it | t <t

Cov, (t ,t,) = E { [ X, -~ E(X_ )] X, - E(X )]} =
X 1’72 t',1 tl t'Z tz

(6.15a)

Proces Poissona ma takze wlasnosci procesow Markowa, bowiem
funkcja prawdopodobienstwa przejscia, okreslajaca nastepujace
prawdopodobienstwo warunkowe:

Py (t) = P[ Xt2=j lxt1=1] = ——;—[=; o ]———- (6.16)
t
1

na mocy wlasnosci 1° oraz (6.11) jest roéwna:

=l
[A(tz tlﬂ -A(t,~t,) f:
e 6.1

Praltl =P xtz’ xt1=j'i] = (3-1)!

Dla przypadku, gdy gestosc¢ prawdopodobienstwa (6.4) rozmie-
szczenia ziarn na przeno$niku nie jest jednostajna, lecz okre-
s$lona wzorem (6.8), czyli wlasnosc 2° procesu nie jest spelnio-

na, wartos¢ oczekiwana i funkcja autokorelacji wynosza [35]:

t
E{X,} = J A(t)dt (6.18)
0
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t t

R.(t,,t.) = I 2 a(tydt |1+ § fa(t)dt |, (6.19)
x'71 "2
0 0
dla t1>t2.
sdy t1<t2, zmienne tl i t2 we wzZorze (6.19) zamieniaja sie.
Funkcja autokowariancji, po uwzglednieniu (6.18) i (6.19),
wynosi :
t'2
Cov (t,,t,) =J © a(t)dt dla t,>t, (6.20)

0

Funkcja autokowariancji jest okreslona na czesci wspélnej
przedzialow (O,tl) i (o,tz).

6.2.2, Probkowanie procesow Poissona

6.2.2.1, Opis oprobowania, gdy strumien ziarn jest
jednorodnym procesem Poissona

Niech Xt oznacza jednorodny proces Poissona, reprezentujacy
liczbe pojawiajacych sie ziarn danego typu w przedziale (0,t).
Aby okresli¢ model pobierania probki w dowolnej chwili t przez

czas T, utwérzmy nowy proces:

Y, = HEWT) e (T e S (6.21)

ktory okresla liczbe ziarn w przedziale czasu (t,t+t).
Yt przyjmuje wartosci calkowite nieujemne i zalezy od T
(rys.6.2.). Dla ustalonej chwili t i wartosci t zmienna

losowa Y(t) ma rozklad Poissona z parametrem At:

K
= (At)
Blvy PESIEEST_ T ¥ 3 =i i

t+T 't b
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X(t+T)- X(t) =Y(t)

3

? Rys.6.2. Proces rdznic procesu
: Poissona

0 Fig.6.2. The increments process

of a Poisson process

Wartos¢ oczekiwana procesu Vt wynosi :

E{Y .} = E{X b ERPNE (6.23)

t+T
Funkc je autokorelacji i autokowariancji moga by¢ wyznaczone

nastepujaco:

R (t.,,t,) = E{Y, Y, } = E[[X -X ] [x -X ] ]
VARSI 2 t1 tz t1+t tl t +T t2

t t‘ t'f1>T
a) 2 2 Pt
t1 t1+T tz tz"‘T
Rys.6.3. Przedzialy czasowe dla
wyznaczenia funkcji
autokorelacji
¢2>f’ fz't1<T Fig.6.3. Time_iptervals for de-
termining an autocorre-
R F I lation function
b e

et T D

Nalezy rozpatrzec¢ nastepujace przypadki:

a) niech t2>t1, tz—t1>t (rys.6.3a), to na mocy wlasnosci

1° procesu X, mamy:

©
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2_2

R (t,,t,) = E{X - X, } E{X =X, } =aTt (6.24)
NN A - tl*r tl tovt tz

Covy(tl,tz) = Ry(tl,tz) = E{Ytl}E{Ytz) =0 (6.25)

b) niech t2>t1, tz—t1<t (rys.6.3b).

Oznaczmy dilugosci przedzialow czasowych:
r1=t2— t1 , r2=(t1+t)—t2 , r3=(t2+t)—(t1+t) (6.26)
Iloczyn zmiennych losowych Yt Yt nalezy zamieni¢ na

o[ Se?

zaleznos¢ okreslong na zmiennych losowych 2z rozlacznych

przedzialow czasowych:

Y. Y, = (X -X, )(X S = e N R e
t1 tz t1+t tl t2+t tz r2 ry ry r2
=X X + xf FXK .+ XX (6.27)
2 Y3 T3 173 1 )

Obliczajac wartos¢ oczekiwanag wyrazenia (6.27), korzystamy

z wlanosci 1° procesu X, i wzorow (6.12), (6.13):

it

s + Azr & + Ar, + Azr Py O Azr r

.
T Sl 2 2 i 172

E{Y, Y
e

Po podstawieniu za r odpowiednich granic przedzialéw

1'"2'"3
(6.26) i uporzadkowaniu wyrazow otrzymujemy:

= a%7% + A [z- (t,-t;)] (6.28)

R (t),t,)

Covy(ty,t,) = A It - eS| (6.29)

c) Dla t1>t2 postepujemy podobnie jak w punktach a i b.
Ostatecznie otrzymujemy nastepujace wyrazenia na funkcje
autokorelacji i autokowariancji procesu probkowania Yt, zdefi-

niowanego wzorem (6.21):
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A T X Itz—tlltt

Ry(tl,tz) = 2 2 (6.30)
AT T AlT-ltmty 0], Itmt <t

Cov_(t,,t ) = % ISl 5E (6.31)
AR ) A [t~|t2-t1|1, ltz—t1|<r

Wykresy funkcji (6.30) i (6.31) zostaly przedstawione na
rysunku 6. 4.

RY( t1 ’ tz) COVY (tq, tz)
a) \ T)\T b) Y
[ oall ) 78

tl‘t| / \\ t;_'tq

5 0 T 5 0 T

Rys.6.4. Wykresy funkcji autokorelacji (a) i autokowariancji
(b) procesu prdobkowania

Fig.6.4. Autocorrelation (a) and autocovariance (b) curves
of the sampling process

Tak viec, gdy liczba wybranego typu ziarn wegla
transportowvanych przenosnikiem jest przedstawiona w postaci

jednorodnego procesu Poissona X o intensywnos$ci A, to proces

probkowany Yt okreslony wzorem ?6.21) posiada rozklad Poissona
Zz parametrem AT, wartos¢ oczekiwang rowna aAt, a funkcje
autokorelacji 1 autokowariancji maja ksztalty impulsédw
trojkatnych o wymiarach zaleznych od A i czasu pobierania

probki T.
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6.2.2.2. Opis oprobowania, gdy strumien ziarn jest

nie jednorodnym procesem Poissona

Niech teraz xt (0=t<w) oznacza niejednorodny proces
Poissona o intensywnosci A(t). Xt oznacza liczbe danego typu
ziarn wegla =zaistnialych na przenosniku w przedziale czasu
(0,t). Liczbe ziarn pobranych do proébki w przedziale czasu
(t,t+Tt) okresla nastepujacy proces:

e = Samye xit) Sl - (6.32)

Zmienna losowa Yt (dla ustalonego t) przyjmuje wartosci
calkowite nieujemne i zalezy od t. Prawdopodobienstwo, ze

zmienna losowa Y, przyjmuje wartosci k=0,1,2,... W przedziale

t
(t,t+T), wyznaczymy na podstawie (6.10):

t+T -k
J A(p)dpJ rome
P{Y =k, T} = exp [ - J a(p)dp ] (6.33)
k! t d

gdzie p - zmienna calkowania.
Wartos¢ oczekiwana procesu na mocy addytywnosci operacji

calkowania wynosi:

t+T
E{Y.} = E{X X} = E{Xt+t}-E{Xt}=tf A(p)dp (6.34)
Funkc je autokorelaciji:
R (t,,t, )= E{Y_ Y_ } = E[[X -X ][X -X ]] (6.35)
VL <14 N7 t1 t2 t1+t t1 t2+t t2

obliczymy, postepujac podobnie jak dla probkowania jednorodnego
procesu Poissona. Najpierw zalozymy, Ze proces jest okreslony

na roztacznych przedzialach czasowych:

a) t2>t1, tz-t1>t (rys.6.3a)
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R.(t.,t. )=E{X, , -X, )} E{X
y't1+ "2 B ot s
Ll*r T,z'l'
= [ a(t)dt J a {t)dt (6.36)
o -

Korzystajac z (6.35), mamy:
Covy(tl,tz) = Ry(tl,tz)-E{Ytl}E{Ytz} =0 (6.37)

ta- 3
b) t2>t1, t, t1<t (rys.6.3b)

Na podstawie (6.27) mamy:

Ly o' € 9 g% 2 S’
R (t,,t,) = a(t)dt [ a(t)at + | 5 a(t)dat 15 A{t)dt +
At e T T +T o e d
2 1 Z 2
o T o] (£bets
+ J oa(t)dt S a(t)dt + F a(t)dt § a(t)dt =
t, i ® 6,
A tagT Ly +T
= 7 a(t)dt f A(t)dt + J a(t)dt (6.38)
5 L) ty
t T
Covy(ty,ty) = Ry(ty,t,) - E{Ytl}E(Ytz} =tf A(t)dt (6.39)
2

Zatem funkcja autokowariancji jest rozna od zera tylko na

czesci wspolnej przedzialow (tl,t1+t) i (t2,t2+r) (rys.6.5).



At

_gii///,cOvY(n,g)
,"_1 t
t‘ tz t{ +T t;_ +T

Rys. 6.5, Ilustracja do wzoru (6.39)
Fig.6.5. Illustration to the formula (6.39)

t
[
)
r

Gdy tz—tleo, to:
t1+r
Covy(tl,tz) > { A(t)dt (6.40)
1
c) Niech t1>t2, tl—t2>t (rys.6.6a).

Poniewaz przedzialy (tz,t2+r) i (tl,t1+t) sa rozlaczne,

mozemy wprost wyliczyc:

t,+T =
Pt af _duEs Bavedve. L e 41, e pieaL (6.41)
Y ai e t t
2 1
Cov(ty,t;) = 0O (6.42)
oty 4 T
a) ¢

tz tz +T t1 t‘ "'T

b} n S ol t

tg t1 tz*’T t1 +T

Rys.6.6. Przedzialy czasowe dla wyznaczenia funkcji
autokorelacji

Fig.6.6. Time intervals for determining an autocorrelation
function
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d) Zalodézmy, ze t1>t2,t1—t2<t (rys.6.6b} 1 oznaczmy

dlugosci przedzialow czasowych:

r,=t_-t

1=t -t r2=(t2+‘t)-t1, r3=(t1+t)—(t2+‘c) (6.43)

E{Yt Yt } = E{[X X

e Re 1V = EUX, 9%, )(X %, ))=

i ][x -

P TIo BTNy 3 ¥ag

=E{xrxr+§_&,mrxr+&f} (6.44)
T i o2 i e s

Poszczegolne iloczyny zmiennych losowych w wyrazeniu (6.44) sa
okreslone na przedzialach czasowych rozlacznych.

Zatem wartos¢ oczekiwana (6.44), po uwzdglednieniu wlasnosci

1° procesu xt, wzoru (6.34) i addytywnosci calki, wynosi:

t2+t t1+'t t2+T.'
ELY\daifes ) s=arnf 2 (ENdELE TRAEL dE o S 2 [BY@E (6.45)
- S t, t t,

Funkc ja autokowariancji jest roéwna:

tghT
Covy (t,,t,) = tf A (t) dt (6.46)

1

Ostatecznie, funkcja autokowariancji, funkcja autokorelacji
i rozklad prawdopodobienstwa liczby ziarn pobranych do proébki
zaleza od: .

- intensywnosci A(t) procesu X(t) rozmieszczenia ziaren na

przenosniku,

- czasu pobierania probki T,
a funkcje autokorelacji i autokowariancji zaleza takze od czasuy,
tzn. od t. i t,. Ponadto, jesli wartos¢ bezwzgledna roéznicy

1 2
Itz—t | jest wieksza od czasu pobierania probki T, to funkcja

1
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autokowariancji jest roéwna zeru, a jesli ltz—t1|<t, wowczas
funkcja autokowariancji jest okreslona na czesci wspodlnej

przedzialow (tl,t1+t) i (tz,t2+t), a dla t]= t2= &3

+
2 t+t

Dy (t) = [ A(p)dp (6.47)
t

6.3. MODEL OPROBOWANIA Z ZASTOSOWANIEM PROCESOW SYGNALOWYCH

Ponizszy opis procesu oprébowania jest odpowiedni dla
przyrzadow realizujacych tzw. pomiar ciagly zawartosci okreslo-
nego skladnika w strudze materialu wuziarnionego. W przyrzadach
radiometrycznych, mikrofalowych itp. wiazka promieniowania o-
bejmuje w kazdej chwili t pewna porcje materialu, nie obejmujac
calego strumienia materialu na przenosniku.

Wezmy pod uwage inny proces sygnalowy, uwzgledniajacy nie
tylko, jak proces Poissona pojawianie sie ziarn w oKkreslonym
miejscu przenosnika w roznych chwilach czasowych, ale takze
zjawisko zaniku ziarn. Niech ’'pojawianie sie' ziarn w okre-
s$lonym punkcie przenosnika podlega formule procesu Poissona o
intensywnosci A, spelniajacego warunki 1°-3° (rozdz.6.2.1).
Ponadto bierzemy pod uwage czas przebywania pojedynczego ziarna
w zasiegu przyrzadu pomiarowego, okreslony zmienna losowa T o

rozkladzie wykladniczym:

g(t) = - (6.48)

Wybor rozkladu ma uzasadnienie praktyczne, poniewaz najwie-

mx)
oraz parametr p sa zwiazane z rozmiarami najwiekszych ziarn,

cej jest ziarn najdrobniejszych. Przedzial zmiennosci te(0,t

predkoscig przenosnika i parametrami przyrzadu.
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Proces {Yt, 0s=t<w} oznacza ilos¢ ziarn w chwili ¢t.
(Zauwazmy, zZe proces xt oznaczal liczbe ziarn w przedziale
(0,t)). Interesuje nas prawdopodobienstwo calkowite wj(t) tego,
2ze w chwili t proces znajduje sie w stanie j:

wj(t) = P(Yt=j), =0, 1%524 . - (6.49)

W tym celu zauwazmy, ze [12]:

- proces Yt moze by¢c w chwili t+At w stanie 0, jesli w

chwili t nie bylo Zadnego ziarna i w przedziale <t,t+At) nie
pojawilo sie nowe ziarno; prawdopodobienstwo tego okreslimy,

korzystajac z wlasnosci s procesu xt:
Wo(t) [1-aat + 0(At)];

lub tez, jesli proces byl w chwili t w stanie 1 i w przedziale
<t,t+At), ziarno przesunelo sie wraz z przenosnikiem (zaniklo);

prawdopodobienstwo tego wynosi:
wi(t) [u At + 0(At)];

- liczba ziarn w chwili t+At moze by¢ rowna jz1, jezeli
proces Yt byl w chwili t w stanie j, a w przedziale (t,t+At)
nie przybylo i nie ubylo ani jedno ziarno:

wi(t) [1-AAt + O(At) J[1-ujAt +O(At)]

lub w chwili t proces byl w stanie j-1, a w przedziale (t,t+At)

przybylo jedno ziarno:
wj_l(t) [AAt + O(At)]

badz proces byl w chwili t w stanie j+1 i jedno ziarno zaniklo:
wj+1(t) [ (j+1)at + O(At) ];

- prawdopodobienstwo wszystkich innych mozliwosci jest rowne

0(At).

Uwzglednia jac powyzZsze rozwazania, prawdopodobienstwo
calkowite tego, ze liczba ziarn w chwili t+At wynosi

j=0,1,2,..., zapiszemy nastepujacymi rownaniami:
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wy(t+at) Wolt)[1-A8t+o(At)] +w, (t)[u At + O(At)] +

+ o(At)

wj(t+At) wj(t) [1-AAt+o(At)] [1-pjAt +o(At)] +

(6.50)

l +Vj_1(t)[%At + o(At)] + Vj+1(t)[u(j+1)At + o(At) ]+

+ o(At)
( 3=1,2,...)

Dzielac powyzZzsze rownosci przez At i przechodzac do granicy

przy At-0, otrzymujemy rownania roézniczkowe:

[ Wg (£) = = wg(t) + uow(t)
M ) (6.51)
Wi (E) = A Wy (€)= (v (E) +u(+1)w g, (t)
(3=1,2,...)

Jest to nieskonczony uklad liniowych rownan rozniczkowych.
W celu uzyskania rozwigzania tego ukladu zostanie zastosowana
funkcja tworzaca prawdopodobienstwa [12];

f(t,s) = 5 c lt) sJ (6.52)

j=0
Zalozmy warunek poczatkowy, tzn. 2ze w chwili t=0 z prawdopodo-
bienstwem 1 bylo i ziaren:

ci(0)=1, f(0,s) = s (6.53)
Rozniczkujac po czasie wyrazenie (6.52), uzyskujemy nastepujace

1

liniowe rownanie roézniczkowe o pochodnych czastkowych rzedu

pierwszego:

a_£(t.8). - _5(1- _g)-2E(t.8)_
2 E(EB). < y(1-s) £(t,s)+u(1-s)-2E LB (6.54)
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Rozwiazaniem rownania podanym W pracy [12] jest funkcja

tworzaca:
F(t,s) = [1-(1-s)e M' 1! exp [- ﬁ—(l—s)(l—e-“t) ] (6. 55

Ze wzoru (6.55) wynika, ze dla kazdego t, Yt jest suma
dvoch niezaleznych zmiennych losowych, z Ktorych jedna ma roz-
ktad Poissona z parametrem:

=~ p2 = A HE
E(Yl) = D (Yl) = fr (1-e ) (6.56)
-t

a druga rozklad dwumianowy z parametrem p = e

Prawdopodobienstwo calkowite, ze w chwili t w probce
znajduje sie j ziarn badanego typu, mozZna okre$li¢ korzystajac

ze wzoru Palma [12]:

min(i, j) i-k
_ A Tkt i _A 4
vyt cis gl s ae et s e
& utk (1-e ut) i+j-2k
. et e e 6.57
(37K SEr
(j=0,1,2,...)
Wartos¢ oczekiwana procesu Yt wynosi:
A -HT -ut
E(Yt) = g (1-e Iisiie (6.58)
a wariancja jest rowna:

p?(¥, ) = (1-e 4% "éﬁ + ie MY (6.59)

Na rys.6.7 przestawione zostaly wykresy funkcji:

) oraz Y2=i e'ut
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XvYZ

: Y (t)
1
i
M
Rys. 6.7. Wykresy funkcji pomocniczych Y1 = -3— (l-e_“t)
-yt

1 Y2 = le
Fig.6.7. Graphs of Y1 and Y, auxiliary functions

Wartosc¢ oczekiwana (6.58) moze byc¢ zapisana w postaci sumy:

E(Y,) =Y, + Y, (6.60)

a wariancja (6.59) w postaci wyrazenia:

2

D% (¥,) = ¥ -3- + Y, ) (6.61)

1 !
Ze wzorow (6.57)-(6.61) wynika, ze:
- prawdopodobienstwo wj(t) tego, ze w chwili t liczba ziarn
w obrebie probobiornika wynosi Jj, oraz wartos¢ oczekiwana i
wariancja sa zalezne od czasu, wartosci poczatkowej (i) proce-
su, a takze parametrow u oraz A;
- gdy t-ow, co oznacza nieskonczenie dlugi czas probkowania,
to rozklad liczby ziaren wj(t) jest zbiezny do rozkladu Poisso-
na o wartosci przecietnej A/u , niezaleznie od stanu poczatko-

wego:
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3 A
w= ti: wi(t) = -ﬁg‘!ﬂ- exp (- -7- ) (6.62)
R AR

- gdy wartos$¢ poczatkowa procesu, tzn. liczba ziarn dla t=Q,

jest réowna zeru (i=0), to Yt ma rozkiad Poissona:

v.(t) = exp [~ -3- (1-¢ PLp |3t do 2 __ (6.63)

o wartosci oczekiwanej i wariancji rownych:

A
E(Yy)= D2(Yy) = 5= (1-e7¥%) = v (6.64)

1
Na zakonczenie rozwazan teoretycznych dotyczacych
charakteru zmiennosci proceséw., bedacych modelami wybranych
cech wegla w tzw, probkach dynamicznych, zostana przytoczone
przykladowe badania doswiadczalne.

6.4. PRZYRLAD

Pobieranie probek wegla =z koncentratéow produkowanych w
zakladach przerobki mechanicznej wegla i oznaczanie w nich
popiolu wchodzi w zakres normalne j kontroli procesu
produkcy jnego.

Na rys. 6.8 przedstawiono wartosci zapopielenia w 158
probkach koncentratu z osadzarki miatowej, wzbogacajacej wegiel
o uziarnieniu 0-20 mm. Probki pobierano w nieregularnych
odstepach czasu (1-2 h), w liczbie kilkunastu na dobe, przez 11
dni.

Przedstawiony na rys. 6.8 przebieg stanowi realizacje
pewnego procesu stochastycznego, charakteryzujacego sie duza

zmiennoscia.
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Rys.6.8.Przebiegi zawartosci popiolu w probkach koncentratu
z osadzarki mialowej
Fig.6.8.Ash content curve in the samples of the fines jig
concentrate
Zgodnie ze wzorem (3.38), w ktérym przyjmiemy wartosci

Srednie objetosci ziarn skaly plonnej Vp i srednig objetosc¢
ziarn w probce V jako roéwne

V. =7V,
]

zapopielenie probki moZemy przedstawi¢ w postaci zaleznosci:

5
Nt R
3 n
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MoZna sie spodziewac, ze iloraz k/n liczby ziarn skaly
przez liczbe ziarn w probce koncentratu jest znacznie mniejszy
od 0.5, zatem rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej A ma
lewostronng asymetrie (rys.6.9a). Wariancja, W mysl wzoru
ogoélnego (5.22), jest proporcjonalna do kwadratu wspolczynnika
Sp/ § >1 i odwrotnie proporcjonalna do liczby ziarn w probce.

Funkcja autokowariancji procesu A(t) szybko maleje do zera
Ze wzrostem przedzialu tz—tl
D¢, = 2,51 dla et =
CovA(tl,tz) =
0,21 dla t.—t.= At

gdzie At jest odstepem czasu pomiedzy kolejnymi pomiarami.

Taki charakter zmian potwierdza rozwazania zakonczone
wzorem (6.31) i rys.6.4b, Zze funkcja autokowariancji procesu
probkowanego maleje do zera w przedzialach czasowych tz—t1>t.

Usrednienie przebiegu A(t) przez czas 5At, za pomoca tzw.
sredniej pelzajacej:

k=2

=
=g kf-z e

Alty t ask)

odpowiada zwiekszeniu czasu proébkowania t=5At 1 zwiekszeniu
masy probki. Uzyskany nowy proces prébkowania A(t) ma mniejsze
wahania, co wida¢ na rys.6.8 przedstawiajacym jego realizacje
oraz na rozkladzie pokazanym na rys.6.9b. Funkcja autokowarian-
cji przebiegu A(t) dla kilku pierwszych krokoéw wyznaczonych w

przedziale czasowym mniejszym od T wynosi:

2

Do Eein2en ' ,~t = 0

_ 0,82 ,-t,= At
Covl s SRS TRees 0,278 , t,-t = 2At
0,17 , t,-t = 3At
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a) b)

P(A)
P(A) EéA)=8,56 0,3 p2(A) = 1,29
0.2 D“ (A)=2,51 0.2 [
L
0,1 0,1 ‘ ‘
. - i
571 9 11 13 A; % 7 10 A ; %

Rys.6.9. Rozklady prawdopodobienstwa zawartosci popiolu w
prékach koncentratu

Fig.6.9. Probability distributions of ash content in the
concentrate samples

W ramach pracy [38] przeprowadzono szZerokie badania nad
zmiennoscia w czasie charakterystyk wegla w zakladzie przerobki
mechanicznej wegla jednej z kopaln. Z przesypu przenosnika
doprowadza jacego nadawe o uziarnieniu 0-20 mm do jednej z osa-
dzarek pobrano 496 proébek o masie 5 kg Kazda, w jednakowych od-
stepach czasu, rownych 240 sekund. Z kazdej probki oddzielono
wegiel o uziarnieniu ponizZzej 1 mm, a nastepnie dla probek o
uziarnieniu 1-20mm wykonano analizy densymetryczne oraz
oznaczenie zawartosci popiolu. Wydzielono w kazdej probce
cztery frakcje gestosciowe.

Uzyskano realizacje dyskretna pewnego wielowymiarowego pro-

cesu stochastycznego:

{ X(t), Xp(t), ... Xg(t) } ,

t=t.,t,, ...ty
w Kktorym:
< Xl,...,x4 sa zmiennymi losowymi, reprezentujacymi
zawartosci czterech glownych frakcji, o gestosciach granicz-
nych: 1300, 1500 i 1800 kg/m3, w probkach nadawy,
X5,...,X8
zavwartosc popiolu w tych frakcjach.

sa zmiennymi losowymi, reprezentujacymi
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Rys.6.10.

Fig.6.10.

1234 0

1234 0 4 23 ¢ 0 4 3 3¢

Unormowane funkcje autokowariancji:
- wychodoéw czterech gléwnych frakcji gestosciowych

- zawartosci w nich popiolu (Xs— x8),

obliczone w pracy [56] na podstawie 496 prébek nadawy
Normalized covariance functions of;
- contents of 4 main density fractions (xl- X4),

- ash contents in the fractions (xs— XSL

calculated in work [56] on the basis 496 of raw
samples

coal
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Ze wzgledu na potrzeby przyszlego sterowania procesem
wzbogacania w osadzarce wykonano, nhajpierw w pracy [38], a
poZniej bardzo szczegdélowo w pracy [56] analize korelacyjna i
widmowa uzyskanego zbioru realizacji.

Stwierdzono, zZe pomimo niewielkiego odstepu czasu pomiedzy
kolejnymi probkami, zmiennos¢ w czasie KkaZzdego 2z procesow
xi(t) jest znaczna i wlasciwie brak jest Kkorelacji pomiedzy
kole jnymi pomiarami. Wida¢ to na rys.6.10.

Natomiast usrednianie procesu tzw. sSrednia pelzajaca,
czyli filtracja, lub tzw. wydzielanie trendu, pozwala utworzyc
nowy proces, o wartosciach skorelowanych ze soba w przedziale
czasu zaleznym od przedzialu usredniania [56].

Przedstawione rozwazania wykazuja, Zze uzyskane w niniejszej
pracy zaleznosci analityczne pozwalajg interpretowac w nowym
swietle wyniki wczesniejszych badan doswiadczalnych.



7. ZAKONCZENIE

Celem pracy bylo utworzenie opisu matematycznego w postaci
formul rozkladow pravdopodobienstwa wychodéw elementarnych
frakcji ziarn o okreslonej gestosci i sSrednicy w probkach
wegla oraz zawartosci w nich popioiu. Formuly te wyprowadzono,
przyjmujac pewne zalozenia dotyczace warunkéw losowan ziarn
wegla z populacji podlegajacej oprébowaniu i opierajac sie na
odpowiednich twierdzeniach rachunku prawdopodobienstwa.

Dla schematu losowan niezaleznych, gdy zawartosc kazdej z
frakcji ziarn w prébce wegla, traktowana jako zmienna losowa,
ma dwumianowy rozklad prawdopodobienstwa, wykazano na drodze
analitycznej, ze:

~ ksztalt funkcji rozkladu prawdopodobienstwa zalezy od
ilosci ziarn pobranych do probki oraz prawdopodobienstwa
wylosowania pojedynczego ziarna o danych cechach z popu-
lacji podlegajacej oprobowaniu;

- prawdopodabienstwo wylosowania pojedynczego ziarna, mie-
rzone wzgledna 1liczba ziarn badanego typu do liczby
ziarn populacji odniesienia, jest parametrem zwiazanym ze
Srednig charakterystyks danej partii materiailu;

- laczny rozklad prawdopodobienstwa wychodéw kilku frakcji
okreslony jest formuia rozkladu wielomianowego,

- rozklad prawdopodobienstwa sumarycznego wychodu dwéch
frakcji jest kompozycja rozkladow poszczegdélnych frakcji;

- wariancja rozkladu zawartosci dowolnego skladnika w prob-
ce wegla jest odwrotnie proporcjonalna do liczby ziarn w
probce i zalezy od parametru reprezentujacego wymiary i
gestosc¢ ziarna oraz prawdopodobienstwa wylosowania poje-
dynczego ziarna danego typu.Ogélnie, wariancja zawartosci
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badanego skladnika w probce wegla jest zalezna od 1liczby
ziarn pobranych do probki i sredniej charakterystyki ma-
teriatu, z ktérego pochodzi proébka;

- wychody poszczegélnych frakcji sa zmiennymi losowymi sko-
relowanymi, a kowariancja i wspolczynnik korelacji sa za-
lezne od prawdopodobienstwa wylosowania po jedynczego
ziarna kazdej z frakcji; im mniejsza liczba ziarn
frakcji badanych w stosunku do licznosci populacji odnie-
sienia, tym mniejsza korelac ja pomiedzy wychodami
poszczegdélnych par frakcji ziarn w prébce;

- jesli liczba ziarn w proébce jest duza, to rozklady
dwumianowe zawartosci poszczegolnych frakcji ziarn w
prébce mozna aproksymowac¢ rozkladem normalnym o odpowied-
nich parametrach, zas rozklad wielomianowy zmiennej
losowej wielowymiarowej, reprezentujacej wybrane frakcje
ziarn w prébce, mozna aproksymowa¢ wielowymiarowym roz-
ktadem normalnym; aproksymacja jest najdokladniejsza w
otoczeniu wartosci oczekiwanej;

- jesli 1liczba ziarn pobranych do proébki jest duza i
jednoczesnie prawdopodobienstwo wylosowania ziarna danego
typu jest male, tak 2e iloczyn tych wielkosci jest
niewielki, to rozktady dwumianowe zawartosci poszczegol-
nych frakcji ziarn w probce mozna aproksymowaé¢ rozkladem
Poissona, a rozkiady wielomianowe zmiennej losowej
wielowymiarowej rozkladem wielowymiarowym Poissona; W
przypadkach szczegélnych wychody frakcji ziarn sg zmien-
nymi losowymi niezaleZznymi.

Zawartos¢ badanej frakcji w préobce pomniejszonej, zgodnie
ze schematem losowan Polya, podlega rozkladowi hipergeometrycz-
ilemi. Wariancja kazdej zmiennej jest funkcjg stopnia pomniej-
szania prébki, wymiaréow i gestosci ziarn oraz prawdopodobien-
stwa wylosowania pojedynczego ziarna danego typu z prébki ogol-

1ej.
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Oprobowanie w warunkach dynamicznych, tzn. gdy material
jest transportowany np. na przenosniku i w dowolnej losowej
chwili t pobierana jest probka przez czas t, zostalo opisane za
pomoca pewnych wybranych procesow stochastycznych, reprezentu-
jacych 1liczby =ziarn poszczegolnych frakcji w proébkach. Opis
oprébowania oparty zostal na zalozeniu, Ze pojawianie sie ziarn
na przenosniku stanowi poissonowski potok zdarzen ze stala lub
zalezng od czasu intensywnoscia. Parametr ten zalezy od prawdo-
podobienstwa wylosowania pojedynczego ziarna okreslonego typu.
Wykazano na drodze analitycznej, 2ze rozklady prawdopodobien-
stwa, wartosci oczekiwane i momenty drugiego rzedu proceséw
stochastycznych, opisujacych liczbe ziarn pobieranych do probki,
sa funkcja czasu pobierania probki T i intensywnosci procesu
Poissona, odpowiadajacej danej frakcji ziarn. Dla procesu nie-
jednorodnego, tzn. gdy poissonowski potok zdarzen pojawiania
sie ziarn na przenosniku charakteryzuje sie intensywnoscia za-
lezna od czasu, rozklady prawdopodobienstwa i momenty liczby
ziarn pobieranych do prébek sa ponadto funkcjami czasu t.

Opis oprébowania w postaci procesu sygnalowego, uwzglednia-
jacego pojawianie sie i zanik ziarn w obrebie probobiornika, po-
zwolil uzyska¢ formuly rozkiladu prawdopodobienstwa i momentow
rowniez zaleZne od czasu pobierania probek oraz wymiardw ziarn

i intensywnosci ich pojawiania sie.

Utworzone w pracy modele wielkosci opisujacych charakterys-
tyki wegla w probkach ukazuja istotne rdézZznice pomiedzy parame-
trami probabilistycznymi wegla w populacji podlegajacej oprobo-
waniu i odpowiednimi parametrami w probkach. Tak wiec niezbedne
jest uwzglednianie powyzszych modeli oprobowania w takich zaga-
dnieniach jak:

- identyfikacja sSrednich charakterystyk materialdédw uziarnio-
nych (wegla, rud, Kkruszyw i in.) na podstawie wynikow
analiz w probkach,

- estymacja parametrow strugi materialu w ukladach z czujni-
kami tzw.pomiaru ciaglego,

- skalowanie dynamicznej charakterystyki przyrzadow do tzw.
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pomiarow ciaglych zawartosci wybranego skiadnika w stru-
mieniu materialu uziarnionegc,

optymalizacja systeméw oprobowania w zakladach przerdbki
mechanicznej wegla, przy uwzglednieniu takich skladnikoéw
jak struktura systemu, koszt operacji oprébowania, ograni-
czenia okreslone dopuszczalnymi bledami estymacji,
modelowanie i badaniania symulacyjne systemdw sterowania

procesow wzbogacania.
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MODELE STOCHASTYCZNE OPROBOWANIA WEGLA

Streszczenie

Podstawowym celem pracy jest utworzenie probabilistycznego
opisu oprébowania wegla, jako procesu stanowiacego nieodiaczna
czesc¢ identyfikacji i sterowania procesow wzbogacania wegla.

Przyjeto, Ze najwlasciwsza forma opisu bedzie rozkiad
prawdopodobienstwa odpowiednich cech wegla w proébkach.

Cel pracy zrealizowano w nastepujacych etapach:

- W rozdziale 3 wyznaczono deterministyczne 2zaleznosci
wychodow frakcji gestosciowych i ziarnowych w proébce
wegla. Formuly te uzyskano na podstawie bilansu masy
ziarn w prébce i przyjetych srednich wartosci gestosci i
objetosci ziarn. Uzyskano zaleZznosci wiazace wychéd
frakcji ze wzgledna liczba ziarn badanej frakcji;

- W rozdziale 4 zdefiniowano pojecie przestrzeni probabili-
stycznej dla réznych typow doswiadczen, tzn. gdy losowa-
nie ziarn rozpatrywane jest w kategoriach zdarzen elemen-
tarnych lub gdy cechy ziarna uznajemy za zmienne losowve
oraz gdy wychody frakcji ziarn wyznaczone 2z proéobki sa
zmiennymi losowymi. W rozdziale 6.1 rozszerzono rozwaza-
nia, uwzgledniajac zmiennos¢ cech wegla w czasie i zapro-
ponowano kilka typoéw proceséw stochastycznych;

- rozdzial 5 zawiera wyprowadzenie ogélnych formul rozkila-
déw prawdopodobienstwa liczby ziarn I wychodow frakcji w
probkach. Formuly te uzyskano przez zastosowanie odpowie-
dnich schematow losowan., Parametry rozkladow wyznaczono
odpowiednio dla poszczegélnych frakcji ziarn. Podano
takze zasady aproksymacji rozkladéow dwumianowych i wielo-
mianowych rozkladami Poissona i normalnym;
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- w rozdziale 6 uzyskano opis oprédbowania dynamicznego w
postaci rozkladéow prawdopodobienstwa 1 momentéw Kkilku
typow procesow stochastycznych.

Opracowane modele operacji oprobowania w postaci
probabilistycznych charakterystyk cech wegla w probkach moga
by¢ zastosovane w dalszych badaniach dotyczacych
optymalizacji systemow pomiarowych opartych na pobieraniu
probek materialéw. Ponadto losowy charakter zmian cech wegla
okreslony na drodze oprébowania musi by¢ brany pod uwage przy
tworzeniu algorytméow identyfikacji 1 sterowania procesow
wzbogacania wegla.



CTOXACTHYECKHWE MOAENHU TNIPOBOOTBOFA 4T A

Pesome

OcHoBHO®W ueabo paboTh aBadeTcw coszaanne mpobabuancrTaveckoro
onncannid orbopa npob yraf, xax npouyeccd COCTABNAOVUErO HEOTEMAE ~
MYI0 HYacTh KaenThdnuxkaunn W ynpaRasenns npoueccod obBorawenns yrau.

Mpuuaro, 410 nanbonee cooTBeTCTBYDWER $opMon onucanna
ROTPEWHOCTH , apasowescH CAY4aRHOR BEAWHNNHON, byaeT
BepoATHOCTHOE PpacnipeadesenNne COOTBeYTCIBYOWMAX CBOWNCTB yra9 B

npobax.

Ueab paboilb ccymecTBAEHa B CACAYOMHX 3Tahax

- B Taade 3 onpeaenexb ACTEPMHHACTAHECKHE BABUSHAMOCTY
BHA0A00 NMAOTHOCTHLUX R 3epHOBbX bpakumwn B npube  yroaa.
dannbe PopMyan nuaydHeddw wa ochobe basnanwca sepucehon Maccod
B npobe M ApHRA THX  CpeAHRX BeAAMAM  NaAOThOoCTA W ubbhema
sepen. BhBeaews saBACAMOCTh, CBYIHBaPWaAd MACCOBOR Buxoa ©
OTHOCHTEAbLHBM KGCAK4ECTROM Jepen B HcecavayeMon $parunn.

- B raase 4 unpesaeneno NUHdTHE npobabaancrate kol o
RPOCTpPaAHCTBA 449 PAa3nuHMHHX BDHAGB  ORBIOB, 1.e. KOV aa
Anbopra sepen pacoMalrpuBaeIca B KATEI OPASX 10 eMEH TAPHBIX
CTYHARROCTEN HAK XOI'Aa CBORCTBAG 3€PHA CHHTAOTCH CAVHAAHBMA
TepeMEHHDBME, o [akXe, kOoFaa Bux0Ah bpakuan 3epen, wnpeae-=
Aennbe W3 npob, FAAYMOTCR CAYHAAHHMH NepPEeMEeHHDIMK . B rnaBe
6.1 370 paccyxaenne pasBHBABTCY C YHeTOM HIMEHEHWS CBONCIB
yrad RO HPEMEWN NREANOXeHO HECKOAbKO BHAOB CTOXACTHHECKRX
npoOYecCcon .

- B rnave 5 BuHBeaenn obune dopMmyan BepowTHOCTHOrO pacnpeae-
AEHRA KOANYeCThd 3epPeH W BHX0AOR $parymm, NOAYMEHHBC RyTeM
NTPAMEHEHNS Cxemd cayHahHod BHbopkn. [apaMelIph pachpeseneHns

Inpedeanedh COOMlBEeTCTBEHHO ansa OTACaAbHBIX ﬁpaxquu Jepen.
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iphBeaeHd Takxe NPHHUWNNH annNpoKcHMauWm pacnpedesennsn bn-
HOMHanbHKbiX W NOANHOMNAnbRHX pacnpeaesexkneM [lyaccona wan
HOPManbHbM.

- B raage 6 noaydeHwo onncawne annamnvdeckoro ortbopa npob B
dopMe BEepOYTHOCTHHX pacnpedeneK¥h W MOMEHTOBD HeCKOAbKHX

THNOB CTOXACTHWMECKH# X npoyeccos.

PaspaboTraunbe wMosean onepauywnn otbopa npob B YopmMe
npobabuawcThdeckux xapakTepaCTHKk CBOANCTB yraa B npobax wMorytr
HANTH NPpHMEeHEHNEe B AasbHeRKWAX KCCAEAOBARWAX NO ONTHMAAN3AUNN
HIMEPATEAbDHHX CHCTEM OCHOBanWbx Ha orbope npob maTepnanoB.

KpoMe Toro npeacTaBaeHHHN XapakTep W3MeHeWWs CBORCTB yras,
noaydennbn nyrem npoboorbopa, aoaxem npHrnMaTbcd BO BHAMaHkKe
npu CO3AaHKHK anropnT™a WAeHTRENK aunm u ynpaBAeHn s B

npoyeccax oboramenus yrasa.



STOCHASTIC MODELS OF COAL SAMPLING

Summary

It is a basic purpose of the paper to present a
probabilistic description of coal sampling as a process
inherent in identification and control processes of coal
beneficiation.

Nowadays, plants for beneficiation of raw materials, all
over the world, have at their disposal a variety of the
equipment for drawing of samples and samples analysis. The work
has been also continued on searching for new quick methods to
determine qualitative parameters of raw materials. But the
interpretation of the obtained results of measurements is
conditioned by the state of theory in a given branch of
knowledge as well as by requirements evolving from their
various applications.

Treating of coal preparation plants as systems of optimum
control needs also treating of qualitative and quantitative
measurements of coal as a measuring system. Determination of

an error of a measuring system needs forming of models of
detailed operations.

The present work presents description of an error arising
when a sample is being separated from general population (the
so called static sampling) and when a sample is being drawn
from the material transported with a conveyor (the so called
dynamic sampling). It has been assumed that probability
distribution is the most suitable form to describe the error

which is a random variable.
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These are stages of realization of the work purpose.

- The assumption has been made in section 3, that volume and
density are to be the distinguished physical
characteristics of coal grains. Certain conventional
average values of grain density and volume within narrow
fractions have been assumed and mass balance of grains in
a coal sample has been formulated. Then formulas showing
the connection of weight yields of density and size
fractions in a sample with a number of grains of
corresponding properties have been derived. Ditto for ash
content in particular fractions. The number of grains of
corresponding properties related to the total number of
grains in a sample makes a probability of drawing by lot a
single grain of a given type and is a parameter of
essential importance for considerations regarding the type
of distribution (section 5 and 6).

- A definition of the notion of probability for the cases
when drawing by lot of grains is examined in categories of
elementary events or when grain characteristics are
recognized as random variables as well as when yields of
size fraction determined from a sample are random
variables is given in section 4. Such an approach to the
problem seems to be necessary seeing that there is plenty
of publications which often differ from each in
fundamental notions used as well as in the methodology
applied and which thus are hard to compare.

- Section 5 presents description of static sampling in a
form of probability distributions of the number of grains
of a given type as well as probability distributions of
yields of grains fractions., When using corresponding
schemes of sampling by lot is has been indicated that:

- the yield of each of grains fraction in a coal sample
treated as a random variable has a Dbinomial
probability distribution,

- the distribution form depends on quantity of grains
sampled and on probability of drawing by lot a single
grain of given properties from the population being

subject to sampling,
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- the total probability distribution of yields of
several fractions is determined by a formula of
multinomial distribution,

- the probability distribution of a summary yield of two
fractions is a composition of distributions of each
fraction,

- the variance of distribution of a given random
variable is inversely proportional to the number of
grains in a sample and depends on the parameter
representing the size and density of a grain and on
the probability of drawing by lot a single grain of a
given type,

- the yields of particular fractions are correlated
random variables and the covariance as well as
correlation coefficient are dependent on probability
of drawing by 1lot a single grain of each of the
fractions,

- if the number of grains in a sample is great it is
possible to approximate binomial distributions with a
normal distribution and a multinomial distribution
with a normal multidimensionaldistribution; the
approximation being the most accurate in the
neighbourhood of the expected value,

- if the number of grains is great and at the same time
the probability of drawing by lot a grain of a given
type is low so that their product is low, a binomial
distribution of particular fractions can be
approximated with the Poisson distribution and a
multinomial distribution with the Poisson multivariate
distribution.

- Models of dynamic sampling elaborated in section 6 have
been based on the assumption that arrangement in which
coal grains of a defined type are situated on a conveyor
is the Poisson flow of events with a constant or time
dependent probability of drawing by lot a single grain.
The operation of drawing a sample at any moment t for the
time T has been described by means of corresponding

Poisson processes, It has been proved that the
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probability distribution, the expected value and moments
of the second order of stochastic processes describing
the number of grains sampled are dependent on time T of
drawing a sample and on probability of drawing by lot a
single grain and in the case of a nonhomogeneous process
also on the time t. The description of sampling of grains
in a form of a signal process taking into account
appearance and disappearance of grains within the reach
of a sampling device has allowed to obtain the
probability distribution and the parameters of the
distribution functions for a number of specific cases

It has been proved, that the characteristics of feed
material cannot be identified with characteristics obtained as
a result of static or dynamic sampling. Sources and magnitude
of errors have been indicated.

Some of results obtained in the work are applicable to
description of sampling of other materials also non-grained
materials.

The elaborated models of sampling operations can be used as
the basis for examination aimed at optimization of systems for
qualitative and quantitative measurements of coal in coal
preparation plants.

The shown stochastic character of yields of grains
fractions in samples must be taken into account vwhen
formulating the algorithms of modelling, identifying and

controlling of coal beneficiation processes.






