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❈❤❛♣t❡r ✶

●❡tt✐♥❣ ❙t❛rt❡❞

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❖♣t✐❧✉① t♦♦❧❜♦① ❛♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s✳

• ❲❤❛t ■s ❖♣t✐❧✉① ❚♦♦❧❜♦①❄✿ ■♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ s♦❧✈❡✳

• ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡✿ ❉❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❖♣t✐❧✉①✳

• ❙t②❧❡ r✉❧❡s✿ ❉❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ st②❧❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤✐s t♦♦❧❜♦①✳

• ❖♣t✐❧✉① str✉❝t✉r❡✿ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❖♣t✐❧✉①✳

• ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✿ ❍♦✇ ❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s✳

• ●❧♦ss❛r②✿ ❆ ❣❧♦ss❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡r♠s✳

✶✳✶ ❲❤❛t ✐s ❖♣t✐❧✉①❄

✶✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♣t✐❧✉① ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t♦♦❧s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡s✐❣♥✱ s✐♠✉❧❛t❡✱ ❛♥❞
❛♥❛❧②③❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❖♣t✐❧✉① ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ t♦♦❧❜♦① ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ▼❊❳ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t♦♦❧❜♦① ✐♥❝❧✉❞❡s r♦✉t✐♥❡s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿

• ❇✐t ♣❛tt❡r♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs

• ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts

• ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡

• ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦é✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

• ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥

• P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

• P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❡✛❡❝ts

✶✳✶✳✷ P❤✐❧♦s♦♣❤②

❖♣t✐❧✉① ✐s ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ❢r❡❡ t♦ ✉s❡ ✐t ❛♥❞ ❢r❡❡ t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✸✱ t❤❛t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❖♣t✐❧✉①✳ ❆ ❝r✉❝✐❛❧
❛s♣❡❝t ♦❢ ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s t❤❛t ✉s❡rs ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❝♦♦♣❡r❛t❡✳ ■t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♣❡r♠✐t ✉s❡rs ✇❤♦ ✇✐s❤
t♦ ❤❡❧♣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ s❤❛r❡ t❤❡✐r ❜✉❣ ✜①❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✉s❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ✐♥✈✐t❡❞ t♦
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❖♣t✐❧✉①✳

✼
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✶✳✶✳✸ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❆❧❧ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ▼✲✜❧❡s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❖♣t✐❧✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ❚r❛♥s♠✐tt❡r ❜❧♦❝❦s ✭❡✳❣✳ ❧❛s❡r✱ ♣❛tt❡r♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ♠♦❞✉❧❛t♦rs✮

• ❈❤❛♥♥❡❧ ❜❧♦❝❦s ✭❡✳❣✳ ✜❜❡r✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡rs✮

• ❘❡❝❡✐✈❡r ❜❧♦❝❦s ✭❡✳❣✳ ❡②❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❜✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❤❡r❡✳
❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s ❜♦t❤ ✉♥❞❡r ❖❝t❛✈❡ ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜✳ ❯♥❞❡r ❖❝t❛✈❡ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s ♦❢ ♦❝t❛✈❡✲❢♦r❣❡✳

✶✳✷ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡

❖♣t✐❧✉① ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ✸✱ ♦r ●◆❯ ●P▲✈✸ ❢♦r s❤♦rt✳ ❆ ❋❆◗ ❧✐st
❛❜♦✉t ●P▲ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❣♣❧✲❢❛q✳❤t♠❧✳ ❲✐t❤ ❛ ●◆❯ ●P▲✈✸ ②♦✉ ❛r❡ ❢r❡❡
t♦ ♠❛❦❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❖♣t✐❧✉① ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ ♣r✐✈❛t❡❧②✱ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡r r❡❧❡❛s✐♥❣ t❤❡♠✳ ❇✉t
✐❢ ②♦✉ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ●P▲✈✸ r❡q✉✐r❡s ②♦✉ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✬s ✉s❡rs✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ●P▲✈✸✳
❊❛❝❤ ♠✲✜❧❡ ♦❢ ❖♣t✐❧✉① ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡✿

✪ ❚❤✐s ❢✐❧❡ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❖♣t✐❧✉①✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t♦r t♦♦❧❜♦①✳

✪ ❈♦♣②r✐❣❤t ✭❈✮ ✷✵✵✾ P❛♦❧♦ ❙❡r❡♥❛✱ ❁s❡r❡♥❛❅t❧❝✳✉♥✐♣r✳✐t❃

✪

✪ ❖♣t✐❧✉① ✐s ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡❀ ②♦✉ ❝❛♥ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ✐t ❛♥❞✴♦r ♠♦❞✐❢②

✪ ✐t ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜②

✪ t❤❡ ❋r❡❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥❀ ❡✐t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ✸ ♦❢ t❤❡ ▲✐❝❡♥s❡✱ ♦r

✪ ✭❛t ②♦✉r ♦♣t✐♦♥✮ ❛♥② ❧❛t❡r ✈❡rs✐♦♥✳

✪

✪ ❖♣t✐❧✉① ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✱

✪ ❜✉t ❲■❚❍❖❯❚ ❆◆❨ ❲❆❘❘❆◆❚❨❀ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✇❛rr❛♥t② ♦❢

✪ ▼❊❘❈❍❆◆❚❆❇■▲■❚❨ ♦r ❋■❚◆❊❙❙ ❋❖❘ ❆ P❆❘❚■❈❯▲❆❘ P❯❘P❖❙❊✳ ❙❡❡ t❤❡

✪ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✪

✪ ❨♦✉ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ●◆❯ ●❡♥❡r❛❧ P✉❜❧✐❝ ▲✐❝❡♥s❡

✪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳ ■❢ ♥♦t✱ s❡❡ ❁❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴❧✐❝❡♥s❡s✴❃✳

✶✳✸ ❙t②❧❡ r✉❧❡s

❆ ❣♦♦❞ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❡❛r t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ❖♣t✐❧✉① ❢♦❧❧♦✇s s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ st②❧❡ r✉❧❡s t❤❛t
❤♦♣❡❢✉❧❧② s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t
t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛♥② ✉s❡r t❤❛t ✇❛♥ts t♦ s❤❛r❡ ❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❖♣t✐❧✉① ❝♦♠♠✉♥✐t②
✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r✉❧❡s✿

✶✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✲❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛❧❧❡❞
●❙❚❆❚❊✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡ ✉♣♣❡r ❝❛s❡✳ P❧❡❛s❡✱ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s t♦ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ✐❢ ♥♦t str♦♥❣❧②
♠♦t✐✈❛t❡❞✳

✷✳ ❊❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐ts ❤❡❧♣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ▼❛t❧❛❜ r✉❧❡s✿ ✐✮ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ✐s ❛
❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✐✮ ❛❧❧ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡❧♣ ♠✉st ❜❡ ✉♣♣❡r ❝❛s❡✱ ✐✐✐✮ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧♣ ❛ ❧✐st ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ✐✈✮ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ✜rst ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ ❛
t❛❜✱ ✈✮ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❡t❝✳

✸✳ ❆❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ✇♦r❦ ❜♦t❤ ✉♥❞❡r ▼❛t❧❛❜ ❛♥❞ ❖❝t❛✈❡✳
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✹✳ ❆❧❧ ♣r✐♠❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r✉♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ✇r✐t❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉♠♠❛r② ✐♥t♦ ❛ ✜❧❡ t❤❛t ♠✉st
❜❡ ❝❛❧❧❡❞ s✐♠✉❧❴♦✉t ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉■❘✳

✺✳ ■❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡s ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ●❙❚❆❚❊ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ♣❧❡❛s❡ ♥♦t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛r② ✜❧❡
s✐♠✉❧❴♦✉t✳

✻✳ P❧❡❛s❡✱ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② st❛rt✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ✐✱❥✱❦✱❧✱♠✱♥✳ ❊✳❣✳ ✉s❡ ♥❢✐❡❧❞ ❂

✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢✐❡❧❞ ❂ ✺✳

✼✳ ❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❊♥❣❧✐s❤ ♥❛♠❡s✳

✽✳ ■❢ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦♥❣ ❧✐st ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♣❧❡❛s❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ str✉❝t ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞s
♦❢ t❤❡ str✉❝t ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r ❝❛s❡✳

✾✳ P❧❡❛s❡✱ ✐♥s❡rt ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞
❝♦♠♠♦♥ ❡rr♦rs✳ ❊✳❣✳ ✐❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ ① ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❤❡❝❦ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✵ ❁❂ ① ❁❂ ✶✳

✶✵✳ ■t ✐s ✈❡r② ❦✐♥❞ ❢r♦♠ ②♦✉ ✐❢ ②♦✉ ✇r✐t❡ ❛ ✳♠ ❡①❛♠♣❧❡ ✜❧❡ t♦ s❤♦✇ ②♦✉r ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✶✶✳ ❲❤❡♥ ②♦✉ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s st❛❜❧❡✱ ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐✮ ❝❤❡❝❦ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ♣r♦✜❧❡r❀ ✐✐✮ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✜❧❡ ❈♦♥t❡♥ts✳♠❀ ✐✐✐✮ ❧❡t ②♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❡♦♣❧❡✳

✶✳✹ ❖♣t✐❧✉① ❙tr✉❝t✉r❡

✶✳✹✳✶ ❚❤❡ ❝♦❞❡

❖♣t✐❧✉① ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✳♠ ✜❧❡s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✐♥ ❖♣t✐❧✉① ❢♦❧❧♦✇s st❛♥❞❛r❞ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦♣✲t♦✲❜♦tt♦♠ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ✳♠ ✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♠♦✈✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡❛s✐♥❡ss✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✉s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ●❙❚❆❚❊✳ ●❙❚❆❚❊ ✐s ❛ str✉❝t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ❜② ❡❛❝❤
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s❤❛r❡s ✐t✳

◆♦t❡✿ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❜♦t❤ ●❙❚❆❚❊ ❛♥❞ ✐ts ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs✳

✶✳✹✳✷ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❙❚❆❚❊

●❙❚❆❚❊ ✐s ❛ str✉❝t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s✿
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❆r❣✉♠❡♥t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ■♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜②

❢✉♥❝t✐♦♥

◆❙❨▼❇ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ✉♥❞❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
❋♦r ❜✐♥❛r② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✳

r❡s❡t❴❛❧❧

◆❚ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ① s②♠❜♦❧✳ r❡s❡t❴❛❧❧

◆❈❍ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣
✭❲❉▼✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

r❡s❡t❴❛❧❧

❋◆ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳ ❙❡❡
❤❡r❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

r❡s❡t❴❛❧❧

❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✐♥ ❬●s②♠❜♦❧s✴s❪✳ ❋♦r ❛ ❜✐♥❛r②
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡ ❬●❜✐t✴s❪✳

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡

❉■❙P ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❋■❊▲❉❳ ❚❤❡ ❳ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♦♥ t❤❡
❳ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❋■❊▲❉❨ ❚❤❡ ❨ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✱
t❤❡ ❨ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛② ♥♦t ❡①✐sts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♠♣t② ✜❡❧❞ ❢♦r
●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❋■❊▲❉❳❴❚❳ ❆ ❝♦♣② ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✳ ❯s❡❢✉❧ ❢♦r ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❋■❊▲❉❨❴❚❳ ❆ ❝♦♣② ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✳ ❯s❡❢✉❧ ❢♦r ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❉❊▲❆❨ ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡❧❛② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❜② t❤❡ ❳
❛♥❞ ❨ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✱ ✐✳❡✳ ✶ ✐s ♦♥❡ s②♠❜♦❧ t✐♠❡✳ ◆♦t❡✿ ❜② ❞❡❢❛✉❧t
❖♣t✐❧✉① ❜❛s❡s ✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❞❡❧❛② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤✐s
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛②✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

▲❆▼❇❉❆ ❚❤❡ ❲❉▼ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❬♥♠❪✳ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

P❖❲❊❘ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❲❉▼ ❝❤❛♥♥❡❧s ❬♠❲❪✳ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

P❘■◆❚ ❆ ✢❛❣ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡ ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉♠♠❛r② t♦ ✜❧❡✳ r❡s❡t❴❛❧❧

❉■❘ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t♦r②✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♦♥ ❡①✐sts ♦♥❧② ✇✐t❤
●❙❚❆❚❊✳P❘■◆❚❂tr✉❡✳

r❡s❡t❴❛❧❧

✶✳✹✳✸ ▼❡❳ ✜❧❡s

❖♣t✐❧✉① ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♠❡① ✜❧❡s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ❛ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❝♦❞❡
r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥❧② s✐♠♣❧❡✱ ❜✉t t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛s ♠❡① ✜❧❡s✳ ❙♦ ❢❛r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ●❊❚❚■◆● ❙❚❆❘❚❊❉ ✶✶

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❡① ✜❧❡s✿

❢❛st❡①♣ ❢❛st❡①♣✭①✮ ✐s ❡①♣✭✐✯①✮

s❛❞❞❧❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t s❡❛r❝❤

❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r ❊❆❙■ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆ ♠❡① ✜❧❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡ ❝♦❞❡s✿

①❂r❛♥❞✭✶✱✶❡✺✮❀

t✐❝❀

❢♦r ❦❂✶✿✶❡✸

②❂❢❛st❡①♣✭①✮❀

❡♥❞

t♦❝

❃✗❃ ❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐s ✽✳✶✽✼✵✹✸ s❡❝♦♥❞s✳

①❂r❛♥❞✭✶✱✶❡✺✮❀

t✐❝❀

❢♦r ❦❂✶✿✶❡✸

②❂❡①♣✭✐✯①✮❀

❡♥❞

t♦❝

❃✗❃ ❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐s ✶✸✳✽✼✷✽✸✷ s❡❝♦♥❞s✳

①❂r❛♥❞✭✶✱✶❡✺✮❀

t✐❝❀

❢♦r ❦❂✶✿✶❡✸

②❂❝♦♠♣❧❡①✭❝♦s✭①✮✱s✐♥✭①✮✮❀

❡♥❞

t♦❝

❃✗❃ ❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐s ✶✷✳✵✸✶✷✸✶ s❡❝♦♥❞s✳

❆❧❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ♦❢ ❢❛st❡①♣ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ▼❡① ✜❧❡s ♠✉st
❜❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✉s✐♥❣ ✐t✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛❧❧ ✜❧❡s ♦♥❝❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❝♦♠♣❴♠❡① ✐♥ ②♦✉r ❖♣t✐❧✉①
❞✐r❡❝t♦r②✳

✶✳✹✳✸✳✶ ◆♦t❡s

❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✳❝ ✜❧❡s ✉♥❞❡r ▼❛t❧❛❜❚▼❝❛♥ ❢❛✐❧ ❜❡❝❛✉s❡ ▼❛t❧❛❜ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝✰✰✲
st❛♥❞❛r❞✲❧✐❜r❛r②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡❞✐t ②♦✉r ♠❡①♦♣ts✳s❤ ✜❧❡ ✭②♦✉ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ✐t ✐♥ ⑦✴✳♠❛t❧❛❜①①✴♠❡①♦♣ts✳s❤ ❜②
r✉♥♥✐♥❣ ♠❡① ✲s❡t✉♣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡✿
❈▲■❇❙❂✧✩❘P❆❚❍ ✩▼▲■❇❙ ✲❧♠ ✲❧st❞❝✰✰✧

❜②✱ ✭❡✳❣✳ ✐❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♥ ✴♦♣t✴♠❛t❧❛❜✮
❈▲■❇❙❂✧✩❘P❆❚❍ ✩▼▲■❇❙ ✲❧♠ ✴♦♣t✴♠❛t❧❛❜✴s②s✴♦s✴❣❧♥①✽✻✴❧✐❜st❞❝✰✰✳s♦✳✻✧

✐✳❡✳ t❡❛❝❤ ▼❛t❧❛❜ t♦ ✉s❡ ✐ts st❞❝ ❧✐❜r❛r②✳

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❉❡❜✐❛♥✲❜❛s❡❞ ▲✐♥✉① s②st❡♠s ✐s t♦ r✉♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❛♣t✲❣❡t ✐♥st❛❧❧ ❜✉✐❧❞✲❡ss❡♥t✐❛❧

❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❛❧ ❧✐st ♦❢ ♣❛❝❦❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❉❡❜✐❛♥
♣❛❝❦❛❣❡s✳
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✶✳✺ ❙✐❣♥❛❧s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆✐♠ ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

✶✳✺✳✶ ❚✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❆ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡①
♥✉♠❜❡rs✳ ❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❡♠✐tt❡❞ ❛t r❛t❡ R ❬s②♠❜♦❧s✴s❪✳ R ♣❧❛②s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡ ❢♦r ❛ ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s s❛✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊ ✐♥ ❬●s②♠❜♦❧s✴s❪✳ ❆ ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ◆❙❨▼❇ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ◆❚ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ◆❋❋❚❂◆❙❨▼❇✯◆❚ ♣♦✐♥ts✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❖♣t✐❧✉① ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡
❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✉❝❤ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦❢ ♣❡r✐♦❞ ◆❋❋❚✳ ❇♦t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ◆❚
❛♥❞ ◆❙❨▼❇ ❛r❡ s❛✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙♦♠❡ ♥♦t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ t✐♠❡✿

• ❆ t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥❞❡①❡s✱ ✐✳❡✳ ✶✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢✿

✶✴✭●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✯●❙❚❆❚❊✳◆❚✯✶❡✾✮ ❬s❪

♦r
✶✴●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❬s②♠❜♦❧s❪✳

• ❙✐♥❝❡ ❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ♦r ❝❧♦❝❦ ✵ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳
❋♦r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♣❧♦tt✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ✈s✳ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❖♣t✐❧✉① ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡① t♦ ❝❧♦❝❦
✵✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✐♠❡ ✈❡❝t♦r✿

t✐♠❡❂✵✿✶✴●❙❚❆❚❊✳◆❚✿●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✲✶✴●❙❚❆❚❊✳◆❚❀

• ❆ s✐❣♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ◆❋❋❚✳

• ❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❋❋❚s✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ str♦♥❣❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ◆❋❋❚ ❢❛❝t♦r✐s❛❜❧❡ ✐♥
s♠❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✷ ✐s t❤❡ ❜❡st ✭❢❛st❡st✮ s♦❧✉t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r ✐s t❤❡ ✇♦rst ♦r s❧♦✇❡st s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✺✳✷ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✱ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
●❙❚❆❚❊ ❛s ●❙❚❆❚❊✳❋◆✳ ●✐✈❡♥ ❛ s✐❣♥❛❧ x(t)✱ ❜❡✐♥❣ t t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ X̃(f)✱ ❜❡✐♥❣ f t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✭●❙❚❆❚❊✳❋◆✮✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

X̃(f) =

ˆ ∞

−∞
x(t)e−j2πftdt

●❙❚❆❚❊✳❋◆ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮✿

●❙❚❆❚❊✳❋◆❂❋❋❚❙❍■❋❚✭✲◆❚✴✷✿✶✴◆❙❨▼❇✿◆❚✴✷✲✶✴◆❙❨▼❇✮❀

❜❡✐♥❣ ◆❚❂●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❛♥❞ ◆❙❨▼❇❂●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✳

❙♦♠❡ ♥♦t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✿

• ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✳
■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❛❧❧ ✜❧t❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r
✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✷✵ ●❍③ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ♦❢ ✶✵ ●❜s ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ❤❛s
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❂ ✷✵ ●❍③✴✶✵ ●❜s ❂ ✷✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♣♦❧✐❝② ✐s ❥✉st ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ st②❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ▲❡❢t✿ P❙❉ ✈s✳ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬●❍③❪✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ s❛♠❡ P❙❉ ✈s✳ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬❛✳✉✳❪✳
❙②♠❜♦❧ r❛t❡✿ ✹✵ ●s②♠❜✴s✳

• ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐s ✶✴●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭◆②q✉✐st
❢r❡q✉❡♥❝②✮✱ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐s ●❙❚❆❚❊✳◆❚✴✷✳

• ●❙❚❆❚❊✳❋◆ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ◆❋❋❚✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳❋◆ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ③❡r♦ ❛t ✐♥❞❡①
✶✱ ◆❋❋❚✴✷ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ◆❋❋❚✴✷✲✶ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳

• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❋❋❚❙❍■❋❚ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛t❡ s♣❡❝tr❛ ✐♥ ❋❋❚ ♥♦t❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❬✶✴s❪ ✐s ●❙❚❆❚❊✳❋◆✯●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✯✶❡✾✳

• ❆♥② t✐♠❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞ ◆❋❋❚✳

• ❙❡❡ ❤❡r❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳◆❚✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋✐❣✳ ✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♦♥✲♦✛ ❦❡②✐♥❣ ✭❖❖❑✮ s✐❣♥❛❧
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✹✵ ●❜✐t✴s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts✱ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉s❡❞ ❜② ❖♣t✐❧✉①✳

✶✳✺✳✸ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

❆♥② ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✉s❡❞ ❜② ❖♣t✐❧✉①✱ ✐s ❛ ❜❛♥❞♣❛ss s✐❣♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s
❡♥❡r❣② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❝❛rr✐❡r✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ Abp(t) ❤❛s ③❡r♦ ♦r ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s f s❛t✐s❢②✐♥❣ |f | < fc −B ❛♥❞
|f | > fc + B✳ ❚❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝② fc ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λc = c/fc✱
❜❡✐♥❣ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❙✐♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ fc✱ ✐t ✐s ❝✉st♦♠❛r② t♦ ❡①♣r❡ss
Abp(t) ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

Abp(t) = ❘❡ {Alp(t) exp (j2πfct)} ✭✶✳✶✮

✇❤✐❝❤ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ Alp(t) ✐♥ ✭✶✳✶✮ ✐s ❛ ❧♦✇✲♣❛ss s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✱ ❛♥❞
✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s✳ Alp(t) ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❛ ✷①✶ ✈❡❝t♦r Alp(t) = [Ax(t); Ay(t)]
✐♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ① ❛♥❞ ②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❡✛❡❝ts Alp ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ Alp(t) ≡ Ax(t)✱ ✐✳❡✳ ❖♣t✐❧✉① ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✜❡❧❞ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
① ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Alp(t) ✐s s❛✈❡❞ ✐♥ ❖♣t✐❧✉① ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❢♦r Ax

❛♥❞ ✐♥t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ❢♦r Ay✳ ❇♦t❤ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♦❢ s✐③❡ ❬◆❋❋❚✱●❙❚❆❚❊✳◆❈❍❪ ♦r ❬◆❋❋❚✱✶❪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t②♣❡ ✭s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ♦r ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞✱ s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡s ◆❋❋❚❂●❙❚❆❚❊✳◆❚✯●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✳



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ●❊❚❚■◆● ❙❚❆❘❚❊❉ ✶✹

●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② r❡s❡t❴❛❧❧ t♦ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✳
●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦t ❡♠♣t② ❛❢t❡r ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ r❡♠❛✐♥s ❡♠♣t② ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳

◆♦t❡✿ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❧♦♥❣❡r s✐❣♥❛❧s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇ ≫✶✮ ❤❛✈❡
❣r❡❛t❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡
❝❧♦s❡r✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝② ✭●❙❚❆❚❊✳◆❚✮ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ①
s②♠❜♦❧✳

✶✳✻ ●❧♦ss❛r②

❆ ❧✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s✿

❆❙❊ ❆♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♥♦✐s❡

❇P❙❑ ❇✐♥❛r②✲P❙❑

❈✲◆▲❙❊ ❈♦✉♣❧❡❞✲◆▲❙❊

❉❇❙ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡

❉❈❋ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r

❉❖P ❉❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❉P❙❑ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲P❙❑

❉◗P❙❑ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣

❉❙P ❉✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❉❲❉▼ ❉❡♥s❡✲❲❉▼

❊❈P ❊②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t②

❋❲▼ ❋♦✉r ✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣

●❱❉ ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❑▲ ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦é✈❡

▲P❋ ▲♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r

▼❈ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▼❩ ▼❛❝❤ ❩❡❤♥❞❡r

◆❋✲❉P❙❑ ◆❛rr♦✇✲✜❧t❡r ❉P❙❑

◆▲ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r

◆▲❙❊ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

◆❘❩ ◆♦♥✲r❡t✉r♥ t♦ ③❡r♦

❖❇P❋ ❖♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞ ♣❛ss ✜❧t❡r

❖❖❑ ❖♥✲♦✛ ❦❡②✐♥❣

❖❙◆❘ ❖♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦

P❉▼ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ●❊❚❚■◆● ❙❚❆❘❚❊❉ ✶✺

P✲❉P❙❑ P❛rt✐❛❧ ❉P❙❑

P▼❉ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

P▼❋ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✜❜❡r

P❘❇❙ Ps❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡

P❘◗❙ Ps❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ q✉❛t❡r♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡

P❙❇❚ P❤❛s❡✲s❤❛♣❡❞ ❜✐♥❛r② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

P❙❑ P❤❛s❡ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣

◗P❙❑ ◗✉❛❞r❛t✉r❡✲P❙❑

❘❩ ❘❡t✉r♥✲t♦✲③❡r♦

❙▼❋ ❙✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✜❜❡r

❙❖P ❙t❛t❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥

❙P ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❡♥❛❧t②

❙P▼ ❙❡❧❢ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❙❙❋▼ ❙♣❧✐t st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ♠❡t❤♦❞

❲❉▼ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

❳P▼ ❈r♦ss ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥



❈❤❛♣t❡r ✷

▲✐st ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❖♣t✐❧✉①✳

✷✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✲ ❜② ❈❛t❡❣♦r②

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ▼❛♥❞❛t♦r② ❜❧♦❝❦s

P❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❈♦❞✐♥❣ P❛tt❡r♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❚r❛♥s♠✐tt❡r ❙✐❞❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❈❤❛♥♥❡❧ s✐❞❡ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs

❘❡❝❡✐✈❡r ❙✐❞❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧

❯t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❯t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

▼❡❳ ❛♥❞ ▼❡❳ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥s ❋✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ ▼❡❳

✷✳✶✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s

r❡s❡t❴❛❧❧ ❘❡s❡t ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞ ❈r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

✷✳✶✳✷ P❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣

♣❛tt❡r♥ ❈r❡❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ r✉❧❡s✳

♣❛t❴❡♥❝♦❞❡r ❙②♠❜♦❧s ❡♥❝♦❞❡r✳

♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r ❙②♠❜♦❧s ❞❡❝♦❞❡r✳

♣❛t✷st❛rs ❈♦♥✈❡rt ❛♥ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳

s❛♠♣✷♣❛t ❈♦♥✈❡rt r❡❝❡✐✈❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥✳

st❛rs✷♣❛t ❈♦♥✈❡rt ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥✳

✶✻



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✶✼

✷✳✶✳✸ ❚r❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡ ❈r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳

❧❛s❡rs♦✉r❝❡ ▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❧❛s❡r tr❛♥s♠✐tt❡r✳

❧✐♥❡❛r❴♠♦❞✉❧❛t♦r ▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t♦r✳

♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r ▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳

♣❤❛s❡❴♠♦❞✉❧❛t♦r ▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳

q✐❴♠♦❞✉❧❛t♦r ▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◗■ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r✳

✷✳✶✳✹ ❈❤❛♥♥❡❧ s✐❞❡

✜❜❡r ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳

✜❜❡r❣✉✐ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✭●❯■ t♦♦❧✮✳

❛♠♣❧✐✢❛t ■❞❡❛❧ ❖♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ✇✐t❤ ❆❙❊ ♥♦✐s❡✳

✐♥✈❡rs❡❴♣♠❞ ■♥✈❡rs❡ P▼❉ ♠❛tr✐①✳

♦♣t✜❧t❡r ❖♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳

✷✳✶✳✺ ❘❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡

r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❖❖❑ r❡❝❡✐✈❡r ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✰▲P❋✮✳

r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❉P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰▼❩✰▲P❋✮✳

r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❉◗P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰▼❩s✰▲P❋✮✳

r❡❝❡✐✈❡r❴❝♦❤♠✐① ❈♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♠✐①❡r r❡❝❡✐✈❡r✳

❡✈❛❧❴❡②❡ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❜❡r❴❦❧ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡r ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ❜② ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ♠❡t❤♦❞✳

❜❡st❴❡②❡ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣✳

❜❡st❴s♣ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❖❙◆❘ ♣❡♥❛❧t② ✈s✳ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦✳

❜❡r❴❡st✐♠❛t❡ ❇✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

♠❝❴❡st✐♠❛t❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❈▼❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❞s♣✹❝♦❤❞❡❝ ❉✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r✳

❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❊❆❙■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✶✽

✷✳✶✳✻ ❯t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s

♥♠♦❞ ◆✲♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

❢❛sts❤✐❢t ❋❛st ❜✉t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❤✐❢t✳

♣♦✇✷♣❤✐ ❈♦♥✈❡rt ♣♦✇❡r ✐♥t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡✳

♣❤✐✷♣♦✇ ❈♦♥✈❡rt ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ✐♥t♦ ♣♦✇❡r✳

❛✈❣❴♣♦✇❡r ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♣❡r s②♠❜♦❧✳

❝♦rr❴❞❡❧❛② ❙②st❡♠ ❞❡❧❛② ❜② ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❡✈❛❧❞❡❧❛② ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣✲❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳

♠②✜❧t❡r ❋✐❧t❡r ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

❧♣✜❧t❡r ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✳

♣♦❧❴s❝r❛♠❜❧❡r ❘♦t❛t❡s t❤❡ ❙❖P ♦❢ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳

❞♦♣❴♠❡t❡r ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❡❣r❡❡ ♦❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳

s❡t❴s♦♣ ❙❡t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙t❛t❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

♣♦❧❛r✐③❡r ▲✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❡r✳

♣❧♦t✜❡❧❞ P❧♦t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳

♣❧♦t✜❧❡ P❧♦t ✜❧❡ ❢r♦♠ ❞✐s❦✳

♣r✐♥t✜❡❧❞ Pr✐♥t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t♦ ✜❧❡✳

❜❡r✷q ❈♦♥✈❡rt t❤❡ ❜✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ✐♥ ◗✲❢❛❝t♦r✳

♠❞♦❝ ❉✐s♣❧❛② ❖♣t✐❧✉① ❍❚▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r♦✇s❡r✳

❢♣r✐♥t♠s❣ ❲r✐t❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧❡ s✐♠✉❧❴♦✉t✳

❝❤❡❝❦✜❡❧❞s ❈❤❡❝❦ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞s

♦✛♠❛t ❘✉♥ ▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✤✐♥❡✳

✷✳✶✳✼ ▼❡❳ ❛♥❞ ▼❡❳ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥s

❢❛st❡①♣ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❡①♣✭ ✐ ✯ ① ✮ q✉✐❝❦❧②✳

s❛❞❞❧❡ ❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▼●❋ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t✳

❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❈▼❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❊❆❙■ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❝♦♠♣❴♠❡① ❈♦♠♣✐❧❡ ❛❧❧ ✳❝ ✜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r②✳

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤❡ ❖♣t✐❧✉① ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❡ s✉❜✲❞✐r❡❝t♦r② ✴❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❖♣t✐❧✉① s②♥t❛①
❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
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✷✳✸ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥

❲r✐t❡ ❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❡♥t ❧✐♥❡ ✭t❤❡ ❍✶ ❧✐♥❡✮ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ②♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✧❙②♥t❛①✧ s❡❝t✐♦♥
✇r✐t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛❧❧s t♦ ②♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♠②❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✮✶

✷✳✸✳✶ ❙②♥t❛①

❞ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✮

❞ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✱❇✮

❬①✱②❪ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✮

✷✳✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❞ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✮ ✇r✐t❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s②♥t❛① ❢♦r♠

◆♦t❡✿ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♥♦t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✉s❡ t❤❡ t❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♦♥❡
❝❡❧❧✳ ❙❡t ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐❞t❤ ❛s ❛ ✪ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ✇✐❞t❤ ✭✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ✐s ✽✵✪✮✳

❞ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✱❇✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②♥t❛① ❢♦r♠✳
❬①✱②❪ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✮ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ s②♥t❛①✳ ❆♥❞ s♦ ♦♥✳

■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛ ✢❛❣ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❛①✿
❢❧❛❣ ❝❛♥ ❜❡ ✭✉s❡ t❤❡ ✐t❡♠✐③❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✿

• ✬♦♣t✐♦♥✶✬ ❈♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳✳✳

• ✬♦♣t✐♦♥✷✬ ❊✈❛❧✉❛t❡s t❤❡✳✳✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s r❡♠❛r❦s✱ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♦♣t✐♦♥❛❧✳

✷✳✸✳✸ ❘❡♠❛r❦s

■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦s✳ ❊✳❣✳ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐♥♣✉t t②♣❡s✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳

✷✳✸✳✹ ❊①❛♠♣❧❡

❆❞❞ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❯s❡ t❤❡ t②♣❡✇r✐t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r ❢♦r ❛♥② ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡✳ ❊✳❣✳

❆❂s✐♥✭✷①✮❀

❞ ❂ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✭❆✮❀

❢♣r✐♥t❢✭✬①❂✪✳✸❢ ②✐❡❧❞s ❞❂✪✳✸❢❭♥✬✱①✱❞✮❀

✷✳✸✳✺ ❉❡t❛✐❧s

❆ ❧✐st ♦❢ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❛♠❡s t❤❛t ❛r❡
✉s❡❢✉❧ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦t❤❡r s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✏❙❡❡ ❆❧s♦✑ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♦♣t✐❧✉① ❞✐r❡❝t♦r② ②♦✉ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✳❧②① ✐♥ ▲②❳ ♦r ♠②❢✉♥❝t✐♦♥✳t❡① ✐♥ ▲❛✲
❚❡❳✳ ❲r✐t❡ ②♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❝ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡♥❞ ✐t t♦ t❤❡ ❖♣t✐❧✉① t❡❛♠ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✐♥ ❛ ♥❡①t ❖♣t✐❧✉① r❡❧❡❛s❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❧❡s ②♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❙❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❝♦♠❡✳

✶♠②❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r ✇r✐t✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❡❧♣ ✐♥ ❖♣t✐❧✉①✳
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✷✳✸✳✻ ❙❡❡ ❆❧s♦

r❡s❡t❴❛❧❧✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

✷✳✸✳✼ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❈✐t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ❛♥❞ s✉♣♣♦rt t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❊✳❣✳ ■♥ ❬✶❪ ②♦✉ ❝❛♥
✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ t✉t♦r✐❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣r♦✉♣✲✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✷✳✹ r❡s❡t❴❛❧❧

❘❡s❡t ❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳✹✳✶ ❙②♥t❛①

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✮

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✮

❲❘◆❂❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✮

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✱❖P❚✷✮

✷✳✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

◆♦t❡✿ ❚❍■❙ ❋❯◆❈❚■❖◆ ▼❯❙❚ ❇❊ ❈❆▲▲❊❉ ■◆ ❊❆❈❍ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆✳

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✮ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳

❚❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s ❂ ◆❙❨▼❇✳ ❋♦r ❜✐♥❛r② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ◆❙❨▼❇ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✳

• ●❙❚❆❚❊✳◆❚✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ① s②♠❜♦❧ ❂ ◆❚✳ ❙❡❡ ❤❡r❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
●❙❚❆❚❊✳◆❚✳

• ●❙❚❆❚❊✳◆❈❍✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❂ ◆❈❍✳

• ●❙❚❆❚❊✳❋◆✿ ❋r❡q✉❡♥❝② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✭❘✮✱ ✐✳❡✳ ●❙❚❆❚❊✳❋◆ ❂ ❢r❡q✴❘ ✇✐t❤ ❢r❡q t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❬❍❡rt③❪✱ ❘ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✐♥ ❬❜❛✉❞❪✳ ❙❡❡ ❴❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

• ●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✿ ❙②♠❜♦❧ r❛t❡ ✭❘✮ ✐♥ ❬●❇❛✉❞❪ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ❤♦✇
t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ s②♠❜♦❧ r❛t❡s✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥
❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳

• ●❙❚❆❚❊✳P❘■◆❚✿ tr✉❡✴❢❛❧s❡✳ ❚r✉❡✿ Pr✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧s t♦ ✜❧❡✳

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✮ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t♦r② ❖P❚✶ t❤❛t ✇✐❧❧ ❝♦❧❧❡❝t ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❛❝❤
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧❡ s✐♠✉❧❴♦✉t✳ ❚❤❡ ✜❧❡ s✐♠✉❧❴♦✉t ✐s ❛♣♣❡♥❞❡❞ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t
❞✐r❡❝t♦r② ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ♣r✐♥t❡❞ t♦ ✜❧❡ ❜② ❖♣t✐❧✉①✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❖P❚✶ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✜❡❧❞✿

• ●❙❚❆❚❊✳❉■❘ ❂ ❖P❚✶

❲❘◆❂❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✮ s❡ts ❲❘◆❂tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❴♦✉t ❡①❝❡❡❞s ✺✵ ▼❜②t❡s✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ❲❘◆❂❢❛❧s❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✶

❘❊❙❊❚❴❆▲▲✭◆❙❨▼❇✱◆❚✱◆❈❍✱❖P❚✶✱❖P❚✷✮ ✇✐t❤ ❖P❚✷❂✬♥♦♣r✐♥t✬ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t♦r② ❖P❚✶ ❜✉t ❛❧❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❜② ❖♣t✐❧✉① ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r✐♥t ❛♥② ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s✐♠✉❧❴♦✉t✳

❘❊❙❊❚❴❆▲▲ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ✭❧✐❦❡ P❧❛♥❝❦✬s✱ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✱ ❡t❝✮ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
❈❖◆❙❚❆◆❚❙✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ●❙❚❆❚❊ t❤❛t ❛r❡ s❡t t♦ ❡♠♣t② ❜② ❘❊❙❊❚❴❆▲▲ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✳
❚❤❡② ❛r❡✿

• ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✿ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

• ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✿ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳

• ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳❴❚❳✿ ❝♦♣② ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✳ ❯s❡❢✉❧ ❢♦r ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

• ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨❴❚❳✿ s❛♠❡ ❛s ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳❴❚❳✱ ❜✉t ❢♦r ② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

• ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨✿ ❖✈❡r❛❧❧ ❞❡❧❛② ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✴❘✳ ❙✐③❡✿ ❬✷✱◆❈❍❪ ✐❢ t❤❡
②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❡♠♣t②✱ ❡❧s❡ ❬✶✱◆❈❍❪✳

• ●❙❚❆❚❊✳❉■❙P✿ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✐③❡✿ ❬✷✱◆❈❍❪ ✐❢ t❤❡ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❡♠♣t②✱
❡❧s❡ ❬✶✱◆❈❍❪✳

❖t❤❡r ✜❡❧❞s ♦❢ ●❙❚❆❚❊ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✳ ❚❤❡② ❛r❡✿

• ●❙❚❆❚❊✳▲❆▼❇❉❆✿ ❈❤❛♥♥❡❧s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪✳ ❙✐③❡✿ ❬✶✱◆❈❍❪

• ●❙❚❆❚❊✳P❖❲❊❘✿ ❚r❛♥s♠✐tt❡❞ ❙✐❣♥❛❧ P❊❆❑ ♣♦✇❡r ❬♠❲❪✳ ❙✐③❡✿ ❬✶✱◆❈❍❪

✷✳✹✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✱ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

✷✳✺ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

✷✳✺✳✶ ❙②♥t❛①

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✮

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✱❙■●❨✮

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✱❙■●❨✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

◆♦t❡✿ ❚❍■❙ ❋❯◆❈❚■❖◆ ▼❯❙❚ ❇❊ ❈❆▲▲❊❉ ■◆ ❊❆❈❍ ❙■▼❯▲❆❚■❖◆ ❚❍❆❚ ❖P❊❘❆❚❊❙ ❖◆ ❚❍❊
❊▲❊❈❚❘■❈ ❋■❊▲❉✳

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✮ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙■●❳ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❬◆❢❢t✱◆❝❤❪ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥ ❝♦❧✉♠♥s
t❤❡ ① ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ◆❝❤ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ◆❢❢t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❋❚ ♣♦✐♥ts✳ ❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉ ❝r❡❛t❡s ♥❡✇ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✱ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳
❛♥❞ ✐ts ❝♦♣② ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳❴❚❳✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✳

❋❚❨P❊ ❝❛♥ ❜❡ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬ ♦r ✬✉♥✐q✉❡✬✳ ❲✐t❤ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ ❙■●❳✳ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬
✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r ✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❛st❡r
r✉♥s✳ ✬✉♥✐q✉❡✬ ❝♦♠❜✐♥❡s ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❋❲▼ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✷

✬✉♥✐q✉❡✬ ❛❧❧♦✇s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s s❧♦✇ s✐♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳◆❚ ✭s❡❡
r❡s❡t❴❛❧❧✮ ❢♦r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲✐t❤ ♦♣t✐♦♥ ✬✉♥✐q✉❡✬ ❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉ ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡r
❛♥❞ ②✐❡❧❞s ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ♦❢ s✐③❡ ❬◆❢❢t✱✶❪✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❤❡r❡✳

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✱❙■●❨✮ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ① ✭❙■●❳✮ ❛♥❞ ② ✭❙■●❨✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✱
❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ✭❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♣✐❡s✱ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳❴❚❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨❴❚❳✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❙■●❳ ❛♥❞
❙■●❨ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❬◆❢❢t✱◆❝❤❪✳

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✱❙■●❨✱❖P❚■❖◆❙✮ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❖P❚■❖◆❙✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣✿

• ❖P❚■❖◆❙✳❞❡❧❛②✿ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ str✐♥❣ ✬r❛♥❞✬ ♦r ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱✶❪ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡❢♦r❡ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ❛s ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✴●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s②♠❜♦❧
t✐♠❡✳ ❙❡❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

• ❖P❚■❖◆❙✳♣♦✇❡r✿ ✐❢ s❡t t♦ ✬❛✈❡r❛❣❡✬✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ✭❞❡❢❛✉❧t✮
❜✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ●❙❚❆❚❊✳P❖❲❊❘ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

◆♦t❡✿ ❢♦r ❤②❜r✐❞ s②♠❜♦❧✲r❛t❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✭❧❛st
❞❡✜♥❡❞✮ s②♠❜♦❧ t✐♠❡ ✭✶✴●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✮ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ② ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s✐♠♣❧② ✉s❡✿
❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉✭❋❚❨P❊✱❙■●❳✱❬❪✱❖P❚■❖◆❙✮

❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨ t♦ ③❡r♦ ♦r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❖P❚■❖◆❙✳❞❡❧❛②✳
❈❘❊❆❚❊❴❋■❊▲❉ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❉■❙P t♦ ③❡r♦✳

✷✳✺✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

r❡s❡t❴❛❧❧✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡

✷✳✻ ♣❛tt❡r♥

❈r❡❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ r✉❧❡s✳

✷✳✻✳✶ ❙②♥t❛①

P❆❚❂P❆❚❚❊❘◆✭P❚❨P❊✱◆❙❊❊❉✱❖P❚■❖◆❙✮

❬P❆❚✱❇▼❆❚❪ ❂ P❆❚❚❊❘◆✭P❚❨P❊✱◆❙❊❊❉✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❆❚❂P❆❚❚❊❘◆✭P❚❨P❊✱◆❙❊❊❉✱❖P❚■❖◆❙✮ r❡t✉r♥s ✐♥ P❆❚ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ◆s②♠❜ ✐♥t❡❣❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧✲
♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ◆s②♠❜❂●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇ s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❖P❚■❖◆❙ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s
❛ ❜✐t✲♣❛tt❡r♥✱ ✐✳❡✳ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✵ ❛♥❞ ✶✳
P❚❨P❊ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ✬❞❡❜r✉✐❥♥✬✿ ❝r❡❛t❡s ❛ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❉❇❙✮ ✭❡❛❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❧♦❣✷✭◆s②♠❜✮ ❛♣♣❡❛rs
❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ❉❇❙✮ ❬✷✱ ✸❪✳ ■♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡✱ ❛ ❉❇❙ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✭P❘❇❙✮
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ③❡r♦ ❛❞❞❡❞ t♦ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡st s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳
◆❙❊❊❉ ✐s t❤❡ ❉❇❙ s❡❡❞✿

✕ ✵ ❁❂ ◆❙❊❊❉ ❁ ◆s②♠❜✴✹ ②✐❡❧❞s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❉❇❙✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❉❇❙ ✇✐t❤
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ◆❙❊❊❉✱ ♥❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤✐❢t✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✸

✕ ◆❙❊❊❉ ❃❂ ◆s②♠❜✴✹ ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❉❇❙✱ ❜✉t ❛ ❝✐r❝✉❧❛r r❛♥❞♦♠ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❇❙
✇✐t❤ ◆❙❊❊❉ ❁ ◆s②♠❜✴✹✳

✕ ◆❙❊❊❉ ♠✉st ❜❡ ❁ ◆s②♠❜✴✹✯✭◆s②♠❜✲✶✮✳

◆♦t❡✿ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ◆❙❊❊❉✳

• ✬r❛♥❞♦♠✬✿ ❝r❡❛t❡s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ r❛♥❞✳

• ❁s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs❃✿ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉♣ t♦ ❧❡♥❣t❤ ◆s②♠❜✱ ❛♥❞ tr✉♥❝❛t❡
✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳

• ❁✜❧❡❃✿ r❡❛❞s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ ✬✜❧❡✬ ✉s✐♥❣ ▲❖❆❉✳ ✬✜❧❡✬ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❖P❚■❖◆❙ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣✿

• ❖P❚■❖◆❙✳❛❧♣❤❛❜❡t✿ ✐s t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳

✕ ❊①❛♠♣❧❡✿
P❆❚❂P❆❚❚❊❘◆✭✬❞❡❜r✉✐❥♥✬✱✵✱❖P❚■❖◆❙✮ ✇✐t❤ ❖P❚■❖◆❙✳❛❧♣❤❛❜❡t❂✹ r❡t✉r♥s✿ P❆❚❂❬✶ ✶ ✷ ✸ ✵ ✸

✶ ✸ ✸ ✷ ✷ ✶ ✵ ✷ ✵ ✵❪✱ ✐✳❡✳ ❛ ❉❇❙ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ✭✵✱✶✱✷✱✸✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢
s②♠❜♦❧s ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✳

✕ ❊①❛♠♣❧❡✿ P❆❚❂P❆❚❚❊❘◆✭✬r❛♥❞♦♠✬✱❖P❚■❖◆❙✮ ✇✐t❤ ❖P❚■❖◆❙✳❛❧♣❤❛❜❡t❂✽ ♠❛② r❡t✉r♥✿ P❆❚❂❬✻ ✸

✼ ✻ ✻ ✷ ✸ ✼ ✸ ✷ ✺ ✹ ✹ ✷ ✵ ✷❪

❬P❆❚✱❇▼❆❚❪ ❂ P❆❚❚❊❘◆✭P❚❨P❊✱◆❙❊❊❉✱❖P❚■❖◆❙✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❇▼❆❚ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P❆❚✳ ❇▼❆❚ ✐s
❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ ❬◆s②♠❜✱❝❡✐❧✭❧♦❣✷✭❖P❚■❖◆❙✳❛❧♣❤❛❜❡t✮✮❪✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇▼❆❚✭❦✱✿✮ ✐s
P❆❚✭❦✮✳
❊①❛♠♣❧❡✿ ❋♦r ❛ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❇▼❆❚ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ♦❢ ❛ ♣s❡✉❞♦ r❛♥❞♦♠ q✉❛t❡r♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✭P❘◗❙✮✱ ❬✸❪✳

◆♦t❡✿ P❆❚ ❛♥❞ ❇▼❆❚ ❛r❡ ♦❢ t②♣❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❜✐♥❛r② s②♠❜♦❧s✳

✷✳✻✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s

✷✳✻✳✸✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ✶

♣❛t❂♣❛tt❡r♥✭✬✷✵✶✵✹✶✵✶✬✮

❝r❡❛t❡s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉♣ t♦ ❧❡♥❣t❤ ◆s②♠❜✱ ❛♥❞ tr✉♥❝❛t❡s ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ◆s②♠❜❂✶✻ r❡t✉r♥s ♣❛t ❂ ❬✷ ✵ ✶ ✵ ✹ ✶ ✵ ✶ ✷ ✵ ✶ ✵ ✹ ✶ ✵ ✶❪✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
❛ str✐♥❣ ♦r ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞♦✉❜❧❡✱ ❡✳❣✿
♣❛t❂♣❛tt❡r♥✭✬✷✵✶✵✹✶✵✶✬✮ ❛♥❞
♣❛t❂♣❛tt❡r♥✭ ❬✷ ✵ ✶ ✵ ✹ ✶ ✵ ✶❪✮

❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✹

✷✳✻✳✸✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ✷

♣❛t❂♣❛tt❡r♥✭✬❢✐❧❡♥❛♠❡✬✮

❧♦❛❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✜❧❡ ✬❢✐❧❡♥❛♠❡✬✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ✜❧❡✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ◆s②♠❜❂✽✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♣❛t❂❬✸ ✵ ✶ ✵ ✶ ✷ ✶ ✵❪ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ ✬❢✐❧❡♥❛♠❡✬ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠s✿

✸ ✵ ✶ ✵

✶ ✷ ✶ ✵

♦r ✸ ✵ ✶ ✵ ✶ ✷ ✶ ✵ .

✷✳✻✳✹ ❉❡t❛✐❧s

P❆❚❂P❆❚❚❊❘◆✭✬❞❡❜r✉✐❥♥✬✱✶✮ ✇✐t❤ ●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇❂✽ r❡t✉r♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
P❆❚❂❬✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✶❪❀

❙✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ log2(8) = 3✿ ✵✵✵✱✵✵✶✱✵✶✶✱✶✶✶✱✶✶✵✱✶✵✶✱✵✶✵✱✶✵✵✳
❚❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ P❆❚✳

✷✳✻✳✺ ❙❡❡ ❛❧s♦

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✻✳✻ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷❪✳ ❆♥ ✉s❡❢✉❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t q✉❛t❡r♥❛r② ❉❡ ❇r✉✐❥♥
s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸❪✳

✷✳✼ ♣❛t❴❡♥❝♦❞❡r

❙②♠❜♦❧s ❡♥❝♦❞❡r✳

✷✳✼✳✶ ❙②♥t❛①

P❆❚❂P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮

❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮

❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❆❚❂P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ P❆❚ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣❛tt❡r♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❛tt❡r♥
❬✹❪✳
▼❖❉❋❖❘▼❆❚ ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✬♦♦❦✬✱ ✬❞♣s❦✬✱✬♥❢✲❞♣s❦✬✱ ✬♣s❜t✬✱ ✬❞q♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞q♣s❦✬✳
❙❡❡ t❤❡ ●❧♦ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s✳ ❙✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳ ❲✐t❤ ✬♦♦❦✬ ✐t
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❧ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣✮✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✬❞q♣s❦✬ ♦r ✬♥❢✲❞q♣s❦✬✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛t❡r♥❛r② ✉♥❧❡ss ❖P❚■❖◆❙✳❜✐♥❛r② ✐s s❡t
t♦ tr✉❡✳
❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮ r❡t✉r♥s ✐♥ P❆❚❇■◆ ❛❧s♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤✉s P❆❚❇■◆ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❬◆❙❨▼❇✱ ❧♦❣✷✭▼✮❪✱ ❜❡✐♥❣ ▼ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ P❉▼ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ P❆❚❴❊◆❈❖❉❊❘ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✺

✷✳✼✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r✱ ❡✈❛❧❴❡②❡

✷✳✼✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉P❙❑ ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✺❪✳ P❙❇❚ ❛♥❞ ❊♥❤❛♥❝❡❞ P❙❇❚
✭❊P❙❇❚✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ◆❋✲❉P❙❑ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ◆❋✲
❉◗P❙❑ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳✽ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

❙②♠❜♦❧s ❞❡❝♦❞❡r✳

✷✳✽✳✶ ❙②♥t❛①

P❆❚❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮

❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮

❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❆❚❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ P❆❚ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣❛tt❡r♥✱ r❡t✉r♥s t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛t✲
t❡r♥ ❬✹❪✳
▼❖❉❋❖❘▼❆❚ ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✬♦♦❦✬✱ ✬❞♣s❦✬✱✬♥❢✲❞♣s❦✬✱ ✬♣s❜t✬✱ ✬❞q♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞q♣s❦✬✳
❙❡❡ t❤❡ ●❧♦ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s✳ ❙✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❧✐❦❡ ❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡r❴❦❧✱ ❜❡r❴❡st✐♠❛t❡✱ ❡t❝✳ ❲✐t❤ ✬♦♦❦✬ ✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✉♥♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛❧❧
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘ ❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣✮✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✬❞q♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞q♣s❦✬✱ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛t❡r♥❛r② ✉♥❧❡ss ❖P❚■❖◆❙✳❜✐♥❛r② ✐s s❡t t♦
tr✉❡✳

❬P❆❚ P❆❚❇■◆❪❂P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘✭P❆❚✱▼❖❉❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮ r❡t✉r♥s ✐♥ P❆❚❇■◆ ❛❧s♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤✉s P❆❚❇■◆ ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❬◆❙❨▼❇✱ ❧♦❣✷✭▼✮❪✱ ❜❡✐♥❣ ▼ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ P❉▼ ❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ P❆❚❴❉❊❈❖❉❊❘ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

✷✳✽✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♣❛t❴❡♥❝♦❞❡r✱ ❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡r❴❦❧✱ ❜❡r❴❡st✐♠❛t❡

✷✳✽✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉P❙❑ ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✺❪✳ P❙❇❚ ❛♥❞ ❊♥❤❛♥❝❡❞ P❙❇❚
✭❊P❙❇❚✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ◆❋✲❉P❙❑ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ◆❋✲
❉◗P❙❑ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳✾ ♣❛t✷st❛rs

❈♦♥✈❡rt ❛♥ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥
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✷✳✾✳✶ ❙②♥t❛①

❙❚❆❘❙❂P❆❚✷❙❚❆❘❙✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✮

❙❚❆❘❙❂P❆❚✷❙❚❆❘❙✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✾✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❙❚❆❘❙❂P❆❚✷❙❚❆❘❙✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❙❚❆❘❙ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ▼✲❛r② P❆❚ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐♥ ❋❖❘▼❆❚ ❛r❡ ✭s❡❡ t❤❡ ●❧♦ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢
❛❝r♦♥②♠s✮✿

• ✬♦♦❦✬

• ✬♣s❜t✬

• ✬❜♣s❦✬✱ ✬❞♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞♣s❦✬

• ✬q♣s❦✬✱ ✬❞q♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞q♣s❦✬

❚❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t❤r♦✉❣❤ ●r❛② ❝♦❞✐♥❣✱ t❤✉s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ◗P❙❑ ❝♦♥st❡❧✲
❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧s ❬✵✱ ✶✱ ✷✱ ✸❪ ✐s ❬✶✱ ✐✱ ✲✐✱ ✲✶❪✳

❙❚❆❘❙❂P❆❚✷❙❚❆❘❙✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✱❖P❚■❖◆❙✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❈✉rr❡♥t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❖P❚■❖◆❙✳❜✐♥❛r②✿ ✐❢ s❡t t♦ tr✉❡✱ P❆❚✷❙❚❆❘❙ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❜✐♥❛r② ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡
❬◆❙❨▼❇✱ ❧♦❣✷✭▼✮❪✱ ❜❡✐♥❣ ▼ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ■❢ ▼❂✷✱ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

✷✳✾✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

st❛rs✷♣❛t✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✾✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❙❡❡ ❬✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉P❙❑ ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✺❪✳
P❙❇❚ ❛♥❞ ❊♥❤❛♥❝❡❞ P❙❇❚ ✭❊P❙❇❚✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ◆❋✲❉P❙❑ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ◆❋✲❉◗P❙❑ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳✶✵ s❛♠♣✷♣❛t

❈♦♥✈❡rt r❡❝❡✐✈❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥

✷✳✶✵✳✶ ❙②♥t❛①

P❆❚❴❘❳ ❂ ❙❆▼P✷P❆❚✭❳✱❙✱❖❯❚❱❆▲❯❊✮

✷✳✶✵✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❆❚❴❘❳ ❂ ❙❆▼P✷P❆❚✭❳✱❙✱❖❯❚❱❆▲❯❊✮ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❖❯❚❱❆▲❯❊ r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧❴❡②❡ ♦r ❞s♣✹❝♦❤❞❡❝ ❛♥❞
❝♦♥✈❡rts t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ♣❛tt❡r♥ P❆❚❴❘❳✳ ❈✉rr❡♥t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ✬♦♦❦✬✱ ✬❞♣s❦✬✱
✬❞q♣s❦✬✱ ✬q♣s❦✬✳
❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❙ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥✳ ■ts ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❙✳❛❧♣❤❛❜❡t ❂ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦✉t♣✉t ♣❛tt❡r♥

• ❙✳t❤r ❂ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ ♠❛♣ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧♣❤❛❜❡t
s②♠❜♦❧✳ ❙✳t❤r ❧❡♥❣t❤ ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❙✳❛❧♣❤❛❜❡t ❧❡♥❣t❤ ♠✐♥✉s ♦♥❡



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✼

✷✳✶✵✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❞s♣✹❝♦❤❞❡❝✱ ❜❡r❴❡st✐♠❛t❡

✷✳✶✶ st❛rs✷♣❛t

❈♦♥✈❡rt ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥

✷✳✶✶✳✶ ❙②♥t❛①

P❆❚❂❙❚❆❘❙✷P❆❚✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✮

❬P❆❚✱ ❇P❆❚❪❂❙❚❆❘❙✷P❆❚✭P❆❚✱❋❖❘▼❆❚✮

✷✳✶✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❆❚❂❙❚❆❘❙✷P❆❚✭❙❚❆❘❙✱❋❖❘▼❆❚✮ r❡t✉r♥s ✐♥ P❆❚ t❤❡ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐♥ ❋❖❘▼❆❚ ❛r❡ ✭s❡❡ t❤❡ ●❧♦ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s✮✿

• ✬♦♦❦✬

• ✬♣s❜t✬

• ✬❜♣s❦✬✱ ✬❞♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞♣s❦✬

• ✬q♣s❦✬✱ ✬❞q♣s❦✬✱ ✬♥❢✲❞q♣s❦✬

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♣❛t✷st❛rs✳

❬P❆❚ ❇P❆❚❪❂❙❚❆❘❙✷P❆❚✭❙❚❆❘❙✱❋❖❘▼❆❚✮ r❡t✉r♥s ❛❧s♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼✲❛r② ♣❛tt❡r♥✳

✷✳✶✶✳✸ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❙❡❡ ❬✹❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉P❙❑ ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✺❪✳
P❙❇❚ ❛♥❞ ❊♥❤❛♥❝❡❞ P❙❇❚ ✭❊P❙❇❚✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ◆❋✲❉P❙❑ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞
✐♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ◆❋✲❉◗P❙❑ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳✶✶✳✹ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❛t✷st❛rs✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✶✷ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡

❈r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ s✐❣♥❛❧✳

✷✳✶✷✳✶ ❙②♥t❛①

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭P❆❚✱ ❋❖❘▼❆❚✱ ❙❨▼❇❘❆❚❊✱ P❚❨P❊✱ ❉❯❚❨✱ ❘❖▲▲✮

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱■◆P❖❲✱ ✳✳✳✮

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱ ❖❘❉✱ ✳✳✳✮

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱ P❆❘✱ ✳✳✳✮



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✽

✷✳✶✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭P❆❚✱ ❋❖❘▼❆❚✱ ❙❨▼❇❘❆❚❊✱ P❚❨P❊✱ ❉❯❚❨✱ ❘❖▲▲✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❊▲❊❈ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧
✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛ss❡❞ t♦ ♦♥❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ P❆❚✱ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊ ❛❝ts ♦♥ ❛ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❛s✐s✱ s♦ ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛ ◆✲❝❤❛♥♥❡❧
❲❉▼ s②st❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❧ ❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊ ◆ t✐♠❡s✳ ❋❖❘▼❆❚ ✐s ❛ str✐♥❣ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ✭s❡❡ t❤❡ ●❧♦ss❛r② ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s✮✿

✶✳ ✬♦♦❦✬ ✭✉s✐♥❣ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r✮✿ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ✵ ❛♥❞ ✶✳

✷✳ ✬❜♣s❦✬ ✭❛♥❞ t❤✉s ✬❞♣s❦✬ ❛♥❞ ✬♥❢✲❞♣s❦✬✱ ✉s✐♥❣ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r ♦r ♣❤❛s❡❴♠♦❞✉❧❛t♦r✮✿ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳

✸✳ ✬♣s❜t✬ ✭✉s✐♥❣ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r✮✿ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦
s♣❡❝✐❢② t✇♦ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs P❆❘ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r✿

• ♣❛r✳❡❢✐❧t ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭❞❡❢❛✉❧t✿ ✬❜❡ss❡❧✺✬✮

• ♣❛r✳❡❢✐❧t❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✭❞❡❢❛✉❧t✿ ✵✳✸✮

✹✳ ✬q♣s❦✬ ✭❛♥❞ t❤✉s ❞q♣s❦ ❛♥❞ ♥❢✲❞q♣s❦✮✿ ❧♦✇❡r✴✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ✲✶ ❛♥❞ ✶✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ q✉❛❞r❛t✉r❡s ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊ ♠✉st ❜❡ ❝❛❧❧❡❞
t✇✐❝❡ t♦ ❣❡t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥♣✉ts ♦❢ q✐❴♠♦❞✉❧❛t♦r✳

✺✳ ✬✉s❡r❞❡❢✬✿ ❛ ❝✉st♦♠ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✿ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ P❆❘✿

• P❆❘✳❛❧♣❤❛❜❡t ❂ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ P❆❚

• P❆❘✳❧✐♠✐ts ❂ ❛ ❬✷①✶❪ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❙②♠❜♦❧s
❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞
❖❘

• P❆❘✳❛♠♣❧s ❂ ❛♥ ❬P❆❘✳❛❧♣❤❛❜❡t✱✶❪ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✈❡r② s②♠❜♦❧ ♦❢
P❆❚

❙❨▼❇❘❆❚❊ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧✬s ❜❛✉❞r❛t❡ ✐♥ ❬●❜❛✉❞❪✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✳
P❚❨P❊ ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡ t②♣❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✐♥❣s✿

✶✳ ❁str✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ♠②✜❧t❡r❃✿ ✜❧t❡rs ❛♥ ✐❞❡❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✜❧t❡r ✐♥ ▼❨❋■▲❚❊❘✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
❘❖▲▲ ✐s t❤❡ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❖❘❉ ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✳

✷✳ ✬❝♦sr♦❧❧✬✿ P✉❧s❡s ✇✐t❤ ❛ r❛✐s❡❞ ❝♦s✐♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ st❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✵<❘❖▲▲≤✶
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r♦❧❧✲♦✛✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣✉❧s❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❢♦r♠ ❬✹❪✿

p(t) =





1 0 ≤ |t| ≤ (1−r)·d
2

1
2

{
1 + cos

[
π

r·d ·
(
|t| − (1−r)·d

2

)]}
(1−r)·d

2 ≤ |t| ≤ (1+r)·d
2

0 |t| > (1+r)·d
2

✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r♦❧❧✲♦✛ ❛♥❞ d t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡

✸✳ ✬❞✐r❛❝✬✿ ❉✐r❛❝✬s ❞❡❧t❛ ♣✉❧s❡s✳ ✬✐❞♣✉❧s❡✬✿ ■❞❡❛❧ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ❧❡✈❡❧s✳ ❉♦ ♥♦t ❝♦♥❢✉s❡ ✇✐t❤ t❤❡
str✐♥❣ ✬✐❞❡❛❧✬ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✜❧t❡r ✐♥ ♠②❢✐❧t❡r✳

✹✳ ✬s❡❝❤✬✿ ❇r✐❣❤t s♦❧✐t♦♥s ✭st✐❧❧ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮

✺✳ ✬t❛♥❤✬✿ ❉❛r❦ s♦❧✐t♦♥s ✭st✐❧❧ t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✮



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✷✾

❘❖▲▲ ♠✉st ❜❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❝❧❛r❡❞✳ ■❢ ②♦✉ ❞♦♥✬t ♥❡❡❞ ❘❖▲▲✱ s❡t ✐t✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳
❘❖▲▲=❬❪✳ ❉❯❚❨ ✐s t❤❡ ❞✉t②✲❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ✵≤❉❯❚❨≤✶✳

❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱■◆P❖❲✱ ✳✳✳✮ ✱ ■◆P❖❲ ✐s s❡t t♦ ✬♣♦✇❡r✬✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s✐❣♥❛❧✬s ♣♦✇❡r ✭❛❜s✭✳✮❫✷✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳
❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱ ❖❘❉ ✱ ✳✳✳✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♦r❞❡r ❖❘❉ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
s❤❛♣❡ t❤❡ ♣✉❧s❡✳
❊▲❊❈❂❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊✭✳✳✳✱P❆❘✱ ✳✳✳✮ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ P❙❇❚ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✐ts ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✳

✷✳✶✷✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

❋✐❣✳ ✷✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛♥ ❖❖❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✬✵✶✵✬ ❛♥❞ ❞✉t②✲❝②❝❧❡ ✶✱ ❢♦r s♦♠❡
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣✉❧s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊▲❊❈❚❘■❈❙❖❯❘❈❊ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♣✉❧s❡✳

✷✳✶✷✳✹ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

✷✳✶✷✳✺ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❉P❙❑ ❛♥❞ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✺❪✳ P❙❇❚ ❛♥❞ ❊♥❤❛♥❝❡❞ P❙❇❚
✭❊P❙❇❚✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ◆❋✲❉P❙❑ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ◆❋✲
❉◗P❙❑ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳

✷✳✶✸ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡

▼✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❧❛s❡r tr❛♥s♠✐tt❡r



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✵

✷✳✶✸✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱▲❆▼✮

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱▲❆▼✱❙P❆❈✮

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱▲❆▼✱❙P❆❈✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✶✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱ ▲❆▼✮ ❝r❡❛t❡s t❤❡ ❲❉▼ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s❛✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐① ❊✳
P❚❳ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✬s ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r✳ P❚❳ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡❝t♦r ❬✶✱◆❝❤❪✱ ❜❡✐♥❣ ◆❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ♦r ❛
s❝❛❧❛r✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧✬s ♣❡❛❦ ♣♦✇❡rs ❛r❡ ❛❧❧ s❛✈❡❞ ❤❡r❡
✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳P❖❲❊❘✳
▲❆▼ ❛r❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❬♥♠❪ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
●❙❚❆❚❊✳▲❆▼❇❉❆✱ ❤❡r❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧✳ ▲❆▼ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ❬✶✱◆❝❤❪ ♦r ❛ s❝❛❧❛r✿ ✐❢ ✐t ✐s ❛ s❝❛❧❛r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❙P❆❈ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❬♥♠❪✱ ✇❤✐❧❡ ▲❆▼ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s t❤❡
❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱ ▲❆▼✱ ❙P❆❈✮ ❝r❡❛t❡s ❛ ❲❉▼ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ s♣❛❝❡❞ ❜② ❙P❆❈ ❬♥♠❪✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ▲❆▼ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱ ▲❆▼✱ ❙P❆❈✱ ❖P❚■❖◆❙✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡t ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❲❉▼✿

✶✳ ❖P❚■❖◆❙✳s✐♥❣❧❡✿ ✐❢ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐t ✐s tr✉❡✱ ▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ P❚❳✱
▲❆▼ ❛♥❞ ❖P❚■❖◆❙✳❧✐♥❡✇✐❞t❤✱ ❖P❚■❖◆❙✳♥✵✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱ ♠✉st ❜❡ s❝❛❧❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❙P❆❈ ♠✉st st✐❧❧ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❜✉t ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❛❢❡❧② s❡t t♦ ✵✳

✷✳ ❖P❚■❖◆❙✳❧✐♥❡✇✐❞t❤✿ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✸ ❞❇ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧r❛t❡✳ ❚❤❡
❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r ♦r ❛ ✈❡❝t♦r ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

✸✳ ❖P❚■❖◆❙✳♥✵✿ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦✐s❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✱
✐♥ ❞❇✳ ❚❤✐s ✇❛② ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❖❙◆❘ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✳

✹✳ ❖P❚■❖◆❙✳❛♥♦✐s❡✿ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❖P❚■❖◆❙✳❛♥♦✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♠✉st ❜❡ ❬●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✯●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❀ ●❙❚❆❚❊✳◆❈❍❪ ✉♥❧❡ss ❖P❚■❖◆❙✳s✐♥❣❧❡ ✐s s❡t t♦ tr✉❡✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❬●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✯●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❀ ✶❪

✺✳ ❖P❚■❖◆❙✳♣♥♦✐s❡✿ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❖P❚■❖◆❙✳♣♥♦✐s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❜❡
❬●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✯●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❀ ●❙❚❆❚❊✳◆❈❍❪ ✉♥❧❡ss ❖P❚■❖◆❙✳s✐♥❣❧❡ ✐s s❡t t♦ tr✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❬●❙❚❆❚❊✳◆❙❨▼❇✯●❙❚❆❚❊✳◆❚ ❀ ✶❪

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐❢ ❖P❚■❖◆❙✳❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❖P❚■❖◆❙✳♥✵

❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳

◆♦t❡✿ ●❙❚❆❚❊✳P❖❲❊❘ ♠❛② ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞ ✐❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
♣♦✇❡r ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r✳ ❙❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✳

✷✳✶✸✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ✶

❋✐❣✳ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❲❉▼ ❝♦♠❜ ✇✐t❤ ❙P❆❈❂✵✳✹ ♥♠ ✭✺✵ ●❍③✮ ❛♥❞ ❜❛✉❞r❛t❡ ✶✵ ●❜✴s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦✇♣❛ss ♦❢ ❆ ✺✲❝❤❛♥♥❡❧ ❲❉▼ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s
♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❙P❆❈ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛✉❞r❛t❡✳

✷✳✶✸✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ✷

❊❂▲❆❙❊❘❙❖❯❘❈❊✭P❚❳✱ ✶✺✺✵✱ ✵✳✽✮

❝r❡❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r ●❙❚❆❚❊✳▲❆▼❇❉❆✿

●❙❚❆❚❊✳▲❆▼❇❉❆ ❂ ❬✶✺✹✽✳✽ ✶✺✹✾✳✻ ✶✺✺✵✳✹ ✶✺✺✶✳✷❪

✷✳✶✸✳✺ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞

✷✳✶✹ ❧✐♥❡❛r❴♠♦❞✉❧❛t♦r

▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✹✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮

❊❂▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✱❊❳❘❆❚■❖✮

✷✳✶✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❊ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐♠♣r❡ss ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ▼❖❉❙■● ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳ ▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ❛❝ts ♦♥
❛ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❛s✐s✱ s♦ ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛ ◆✲❝❤❛♥♥❡❧ ❲❉▼ s②st❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❧
▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ◆ t✐♠❡s✳

❊❂▲■◆❊❆❘❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✱❊❳❘❆❚■❖✮ ❛❞❞s ❛ ✜♥✐t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❊❳❘❆❚■❖ ❬❞❇❪ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✷

✷✳✶✹✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✺ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r

▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

✷✳✶✺✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮

❊❂▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✶✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❊ ✉s✐♥❣ ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❬✶✸❪✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ▼❖❉❙■● ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ▼❛❝❤✲
❩❡❤♥❞❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❬✶✸❪✿

Eout =
Ein

2

[
ej

π(V1(t)−Vbias)

Vπ + γej
π(V2(t)+Vbias)

Vπ

]

✇❤❡r❡ V1 = −V2 = MODSIG
2 ✱ γ =

√
δ−1√
δ+1

❛♥❞ δ ✐s t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ✉♥✐ts✳

❊❂▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✱❖P❚■❖◆❙✮ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❖P❚■❖◆❙
✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡✿

• ❡①r❛t✐♦ ✿ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❬❞❇❪ ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ✐♥❢✮

• ❜✐❛s ✿ Vbias ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ✵✮

• ❛♠♣❧✐t✉❞❡✿ Vπ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ✶✮

• ♥♦❝❤✐r♣✿ r❡❞✉❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤✐r♣ ❞✉❡ t♦ ✜♥✐t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❬✶✹❪ ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ❢❛❧s❡✮

▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ❛❝ts ♦♥ ❛ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❛s✐s✱ s♦ ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛ ◆✲❝❤❛♥♥❡❧ ❲❉▼
s②st❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❧ ▼❩❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ◆ t✐♠❡s✳

✷✳✶✺✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✱ ❧✐♥❡❛r❴♠♦❞✉❧❛t♦r ✱ ♣❤❛s❡❴♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✺✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤✐r♣ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳

✷✳✶✻ ♣❤❛s❡❴♠♦❞✉❧❛t♦r

▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✻✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂P❍❆❙❊❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✸

✷✳✶✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂P❍❆❙❊❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●✮ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❊ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
▼❖❉❙■● ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳

✷✳✶✻✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✼ q✐❴♠♦❞✉❧❛t♦r

▼♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◗■ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✼✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●❴■✱▼❖❉❙■●❴◗✮

❊❂◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●❴■✱▼❖❉❙■●❴◗✮

✷✳✶✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●❴■✱▼❖❉❙■●❴◗✮ ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ◗■ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠✲
❡t❡r ✭◗■✲▼❩■✮ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❚❤❡ ◗■✲▼❩■ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r s✉♣❡r✲str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ❛ ▼❩■ ♦♥ ✇❤♦s❡ ❛r♠s
❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ▼❩■✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛r♠s t❤❡ ▼❩■ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ π

2 ♣❤❛s❡ s❤✐❢t✳ ❚❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◗■✲▼❩■ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ◗■ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ◗■✲▼❩■ ✐s

Eout =
Ein

2

{
iqr
[
ej

π(Vi1(t)−Vbias)

Vπ + γej
π(V i2(t)+Vbias)

Vπ

]

+ (1 − iqr)

[
ej

π(V q1(t)−Vbias)

Vπ + γej
π(Vq2(t)+Vbias)

Vπ

]
ej(π

2 +Vbiasc)
}

Vi1 = −Vi2 =
MODSIG❴I

2 ❛♥❞ Vq1 = −Vq2 =
MODSIG❴Q

2 ❛r❡ t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐♥✲q✉❛❞r❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❞r✐✈✐♥❣ s✐❣♥❛❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✹

❊❂◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘✭❊✱▼❖❉❙■●❴■✱▼❖❉❙■●❴◗✱ ❖P❚■❖◆❙✮ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ◗■✲▼❩■✳ ❖P❚■❖◆❙ ✐s
❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡✿

• ✐qr❛t✐♦ ✿ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦✇❡r r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ■ ❛♥❞ ◗ ❛r♠s ✭iqr✱ ❞❡❢❛✉❧t ❂ ✵✮

• ❜✐❛s❝ ✿ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ ■ ❛♥❞ ◗ ❛r♠s ✭Vbiasc✱ ❞❡❢❛✉❧t ❂ ✵✮

• ❡①r❛t✐♦ ✿ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡st❡❞ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❬❞❇❪ ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ❬✐♥❢ ✐♥❢❪✮

• ❜✐❛s ✿ Vbias ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡st❡❞ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ❬✵ ✵❪✮

• ❛♠♣❧✐t✉❞❡✿ Vπ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡st❡❞ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ❬✶ ✶❪✮

• ♥♦❝❤✐r♣✿ r❡❞✉❝❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤✐r♣ ❞✉❡ t♦ ✜♥✐t❡ ❡①r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡st❡❞ ♠♦❞✉❧❛t♦rs ❬✶✹❪✶ ✭❞❡❢❛✉❧t ❂ ❬❢❛❧s❡
❢❛❧s❡❪✮

◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ❛❝ts ♦♥ ❛ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❛s✐s✱ s♦ ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢♦r ❛ ◆✲❝❤❛♥♥❡❧ ❲❉▼
s②st❡♠ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❧ ◗■❴▼❖❉❯▲❆❚❖❘ ◆ t✐♠❡s✳

✷✳✶✼✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✱ ❧❛s❡rs♦✉r❝❡✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r

✷✳✶✼✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗■ ▼❛❝❤ ❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ♠♦❞✉❧❛t♦r✮ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✺✱ ✶✻❪✳

✷✳✶✽ ✜❜❡r

❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳

✷✳✶✽✳✶ ❙②♥t❛①

❋■❇❊❘✭❳✱❋▲❆●✮

✷✳✶✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋■❇❊❘✭❳✱❋▲❆●✮ s♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆▲❙❊✮ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ♦r t❤❡
❈♦✉♣❧❡❞✲◆▲❙❊ ✭❈◆▲❙❊✮ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳❧❡♥❣t❤✿ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤ ❬♠❪

• ❳✳❛❧♣❤❛❞❇✿ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴❦♠❪

• ❳✳❛❡❢❢✿ ✜❜❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❬µ♠2❪

• ❳✳♥✷✿ ✜❜❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① ❬♠2✴❲❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ ❳✳❞✐s♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

• ❳✳❞✐s♣✿ ✜❜❡r ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬♣s✴♥♠✴❦♠❪ ❅ ❳✳❧❛♠❜❞❛

• ❳✳s❧♦♣❡✿ ✜❜❡r s❧♦♣❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❳✳❞✐s♣ ❬♣s✴♥♠2✴❦♠❪ ❅ ❳✳❧❛♠❜❞❛

• ❳✳❞③♠❛①✿ ♠❛①✳ st❡♣ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬♠❪

• ❳✳❞♣❤✐♠❛①✿ ♠❛①✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❬r❛❞❪
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❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆▲❙❊✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳❞❣❞✿ ✜❜❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ❬s②♠❜♦❧s❪

• ❳✳♥♣❧❛t❡s✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡♣❧❛t❡s ♦r tr✉♥❦s ❢♦r P▼❉ ❡♠✉❧❛t✐♦♥

• ❳✳♠❛♥❛❦♦✈✿ ✬②❡s✬✿ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ▼❛♥❛❦♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ✬♥♦✬✿ ❙♦❧✈❡ t❤❡ ❈◆▲❙❊✳ ❉❡❢❛✉❧t✿ ✬♥♦✬✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s t❤❡ ✜❜❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✜❜❡rs ✭P▼❋✮ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ P▼❋ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳❞❜✵✿ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P▼❋ ✜❜❡r ❛t ●❙❚❆❚❊✳❋◆❂✵

• ❳✳t❤❡t❛✿ ❛③✐♠✉t❤ ❬r❛❞❪ ♦❢ t❤❡ P▼❋ ✜❜❡r

• ❳✳❡♣s✐❧♦♥✿ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❬r❛❞❪ ♦❢ t❤❡ P▼❋ ✜❜❡r

❚❤❡ ◆▲❙❊ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❙❙❋▼ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ st❡♣ ❡q✉❛❧ t♦ ❳✳❞♣❤✐♠❛①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❡♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
❳✳❞③♠❛①✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❈◆▲❙❊ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ st❡♣ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♠✐♥✭❳✳❞③♠❛①✱❳✳❧❡♥❣t❤✴❳✳♥♣❧❛t❡s✮✳ ❋♦r ✇❛✈❡♣❧❛t❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣✱ t❤❡
✇❛✈❡♣❧❛t❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s r♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♣❧❛t❡s ❧❡♥❣t❤s✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✈❡r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❜❛s✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ ❛ t❛r❣❡t ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭◆▲❙❊
♦♥❧②✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❳✿

• ❳✳❧t♦❧✿ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✐✳❡✳ ♠❛① ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ♦♥❝❡ ♦r t✇✐❝❡
✐♥ ❛ st❡♣✳

• ❳✳❞♣❤✐❛❞❛♣t✿ tr✉❡✴❢❛❧s❡✳ ❚r✉❡✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣
❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❳✳❞♣❤✐♠❛①✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst st❡♣ t❤❡ ❙❙❋▼ ♣r♦❝❡❡❞s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥
❳✳❞♣❤✐♠❛①✳ ❉❡❢❛✉❧t✿ ❢❛❧s❡✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✹ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❋▲❆● ✐s ❛ str✐♥❣ ♦❢ ❢♦✉r ❝❤❛r❛❝t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✬❣✬ ✐❢ ●❱❉ ✭✐✳❡✳ β2, β3✮ ✐s ♦♥ ♦r ✬✲✬ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ●❱❉✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬

✐♥ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❦♦✛ ❡✛❡❝t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❱❉ ✢❛❣ s❡t t♦ ✬✲✬✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✬♣✬ ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❛♥❞ P▼❉ ♦r ✬✲✬
✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡✛❡❝ts✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s ✬s✬ ✐❢ ❙P▼ ✐s ♦♥ ♦r ✬✲✬ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❙P▼✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✬①✬ ♦r ✬✲✬ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❳P▼✳
❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛s❡ ✐s ❋▲❆●❂✬❣♣s①✬ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜❜❡r ●❱❉ ✰ P▼❉
✰ ❙P▼ ✰ ❳P▼✳
❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❋▲❆● ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ✭s❡❡ ♦♣t✐♦♥ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬ ✐♥ ❝r❡✲
❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥
❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❙P▼✳

❖❯❚❂❋■❇❊❘✭❳✱❋▲❆●✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❖❯❚ ❛ str✉❝t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❜② ❋■❇❊❘✿

• ❖❯❚✳❞❜✵ ❂ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❬r❛❞❪ ❛t ●❙❚❆❚❊✳❋◆❂✵ ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮✳

• ❖❯❚✳t❤❡t❛ ❂ ❛③✐♠✉t❤ ❬r❛❞❪ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ P▼❋s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳

• ❖❯❚✳❡♣s✐❧♦♥ ❂ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❬r❛❞❪ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ P▼❋s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳

• ❖❯❚✳❞❣❞ ❂ ❉●❉ ❬s②♠❜♦❧s❪✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✻

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❡♣s✳

• ❖❯❚✳❧❝♦rr ❂ ❧❡♥❣t❤ ❬♠❪ ♦❢ ❡❛❝❤ P▼❋ tr✉♥❦✳

• ❖❯❚✳❜❡t❛t ❂ ❜❡t❛✭♦♠❡❣❛✮✱ ✐✳❡✳ s❝❛❧❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❬r❛❞❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●❱❉✱ s❧♦♣❡✱❡t❝✱ ✇❤❡r❡ ♦♠❡❣❛✴✷✴♣✐ ✐s
t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❋❋❚ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❜❡t❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳

• ❖❯❚✳❞❜✶ ❂ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❬r❛❞❪ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② P▼❉✳

❖❯❚ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ P▼❉ tr❛♥s❢❡r ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✭s❡❡ ✐♥✈❡rs❡❴♣♠❞✮✳ ❚❤❡ ❈◆▲❙❊ ✐s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✳♥♣❧❛t❡s P▼❋ tr✉♥❦s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ st❛t❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❛♥❞♦♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳ ❊❛❝❤ P▼❋ ❤❛s ❝♦♥st❛♥t ❉●❉ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉♥❦s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❳✳❞③♠❛① ❛♥❞ ❳✳❞♣❤✐♠❛①✳ ❚❤❡
❞✐❛❣r❛♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✿
✇❤❡r❡ P▼❋ ❦✱ ❦❂✶✱✷✱✳✳✳ ✐s ❛ P▼❋ ✜❜❡r r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳

◆♦t❡ ✶✿ ❚❤❡ ❉●❉ ✐s ✐♥ ❬s②♠❜♦❧s❪✳ ❚❤❡ ❉●❉ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❬♣s❪ ✐s
①✳❞❣❞✴●❙❚❆❚❊✳❙❨▼❇❖▲❘❆❚❊✯✶❡✸✳

◆♦t❡ ✷✿ ❋■❇❊❘ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❉■❙P✳ ❆t t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ●❙❚❆❚❊✳❉■❙P ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦❢ ❳✳❞✐s♣✯❳✳❧❡♥❣t❤✯✶❡✲✸ ❬♣s✴♥♠❪
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥♣✉t✳

✷✳✶✽✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

✜❜❡r❴❣✉✐✱ ◆▲❙❊✱ ❙❙❋▼

✷✳✶✽✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆ ♥✐❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ◆▲❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ t❤❡ t✉t♦r✐❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ◆▲❙❊ ✐♥ ❖♣t✐❧✉①✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳

✷✳✶✾ ✜❜❡r❣✉✐

❖♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✭●❯■ t♦♦❧✮✳

✷✳✶✾✳✶ ❙②♥t❛①

❋■❇❊❘●❯■✭▲❋✱❆▲P❍❆❞❇✱❆❊❋❋✱◆✷✱▲❆▼❇❉❆✱❉❈✱❙▲❖P❊✱❉❩▼❆❳✱❉P❍■▼❆❳✱❋▲❆●✱■◆❋❖❆❳✮

✷✳✶✾✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋■❇❊❘●❯■✭▲❋✱❆▲P❍❆❞❇✱❆❊❋❋✱◆✷✱▲❆▼❇❉❆✱❉❈✱❙▲❖P❊✱❉❩▼❆❳✱❉P❍■▼❆❳✱❋▲❆●✱■◆❋❖❆❳✮ s♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆▲❙❊✮ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭●❯■✮✳
❚❤❡ ✜❜❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

• ▲❋✿ ❧❡♥❣t❤ ❬♠❪

• ❆▲P❍❆❞❇✿ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴❦♠❪

• ❆❊❋❋✿ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ❬µ♠2❪



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✼

• ◆✷✿ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① ❬♠2✴❲❪

• ▲❆▼❇❉❆✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ♦❢ ❉❈

• ❉❈✿ ✜❜❡r ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬♣s✴♥♠✴❦♠❪ ❅ ▲❆▼❇❉❆

• ❙▲❖P❊✿ ✜❜❡r s❧♦♣❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❉❈ ❬♣s✴♥♠2✴❦♠❪

• ❉❩▼❆❳✿ ♠❛①✳ st❡♣ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬♠❪

• ❉P❍■▼❆❳✿ ♠❛①✳ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❬r❛❞❪

❚❤❡ ◆▲❙❊ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ st❡♣ s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ st❡♣ ❡q✉❛❧ t♦ ❉P❍■▼❆❳✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ st❡♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❉❩▼❆❳✳

❋▲❆● ✐s ❛ str✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✬❣✬ ✐❢ ●❱❉ ✭✐✳❡✳ β2, β3✮ ✐s ♦♥ ♦r ✬✲✬ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ●❱❉✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬

✐♥ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❦♦✛ ❡✛❡❝t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❱❉ ✢❛❣ s❡t t♦ ✬✲✬✳ ❚❤❡ t❤✐r❞
✐s ✬s✬ ✐❢ ❙P▼ ✐s ♦♥ ♦r ✬✲✬ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❙P▼✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✬①✬ ♦r ✬✲✬ ✐♥ ♣r❡s✲
❡♥❝❡✴❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❳P▼✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛s❡ ✐s ❋▲❆●❂✬❣s①✬ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ✜❜❡r ●❱❉✰❙P▼✰❳P▼✳
❊✳❣✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❱❉✰❳P▼✱ ✇✐t❤♦✉t ❙P▼ ✲❃ ❋▲❆●❂✬❣✲①✬✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❋▲❆● ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ✭s❡❡ ♦♣t✐♦♥ ✬s❡♣❢✐❡❧❞s✬ ✐♥ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦✉r✲✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❙P▼✳

■◆❋❖❆❳ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ●❯■ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ ■◆❋❖❆❳ ❛r❡✿

• ■◆❋❖❆❳✳❝❤ ❂ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

• ■◆❋❖❆❳✳❢❧❛❣✶❞ ❂ ❬❛ ❜ ❝❪✳ ❛❂✶ ✲❃ ♣❧♦t t❤❡ ♣♦✇❡r✳ ❜❂✶ ✲❃ ♣❧♦t t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❝❂✶ ✲❃ ♣❧♦t t❤❡ ❝❤✐r♣✳
❛ ♦r ❜ ♦r ❝❂✵ ✲❃ ❞♦♥✬t ♣❧♦t✳

• ■◆❋❖❆❳✳❢❧❛❣✸❞ ❂ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ■◆❋❖❆❳✳❢❧❛❣✶❞✱ ❜✉t ❢♦r ✸❉ ♣❧♦t✳

• ■◆❋❖❆❳✳❝❤ ❂ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❊✳❣✳ ■◆❋❖❆❳✳❝❤ ❂ ❬✶ ✸❪ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❧② ❝❤❛♥♥❡❧s ✶ ❛♥❞ ✸
✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞✳

• ■◆❋❖❆❳✳❛①♣r♦♣ ❂ ❝❡❧❧ ❛rr❛② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❛①❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❆❳❊❙ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❊✳❣✳
■◆❋❖❆❳✳❛①♣r♦♣ ❂ ④✬❳▲✐♠✬✱❬✵ ✶✵❪✱✬❨▲✐♠✬✱❬✵ ✷❪✱✬❋♦♥t❙✐③❡✬✱✷✹⑥✳

◆♦t❡ ✶✿ ❋■❇❊❘●❯■ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r P▼❉ ②❡t✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❖♣t✐❧✉① ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧✐❦❡ ✜❜❡r✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ❦♥♦✇♥ ♠✐♥♦r ❜✉❣s✳

◆♦t❡ ✸✿ ❋■❇❊❘●❯■ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❖❝t❛✈❡✳

✷✳✶✾✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

✜❜❡r

✷✳✷✵ ❛♠♣❧✐✢❛t

■❞❡❛❧ ❖♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐✜❡r ✇✐t❤ ❆❙❊ ♥♦✐s❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✽

✷✳✷✵✳✶ ❙②♥t❛①

❆▼P▲■❋▲❆❚✭❳✱❆❚❨P❊✮

❆▼P▲■❋▲❆❚✭❳✱❆❚❨P❊✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✷✵✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆▼P▲■❋▲❆❚✭❳✱❆❚❨P❊✮ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳ ❆❚❨P❊ ✐s ❛ str✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ✬❣❛✐♥✬ ✐❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❤❛s ❛ ✢❛t
♣♦✇❡r ❣❛✐♥ ❡q✉❛❧ t♦ ❳ ❬❞❇❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❆❚❨P❊ ❝❛♥ ❜❡ ✬❢✐①♣♦✇❡r✬ ✐❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r t❛❦❡s t❤❡ ❣❛✐♥ s♦ ❛s t♦
❤❛✈❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡✐❧✭◆❝❤✴✷✮ ❡q✉❛❧ t♦ ❳ ❬♠❲❪✱ ◆❝❤ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
❚❤✐s ♦♣t✐♦♥s ✇♦r❦s ♦♥❧② ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳
❆▼P▲■❋▲❆❚✭❳✱❆❚❨P❊✱❖P❚■❖◆❙✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❖P❚■❖◆❙ t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐s✲
s✐♦♥ ✭❆❙❊✮ ♥♦✐s❡✳

❖P❚■❖◆❙ ✐s ❛ s❝tr✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡✿

• ❖P❚■❖◆❙✳❢✿ ❬❞❇❪ ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❆❙❊ ♥♦✐s❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ❆❙❊ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧
❞❡♥s✐t②✱ ♦♥ t✇♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ◆✵ ❂ ❋✯✭●❛✐♥✲✶✮✯❤✯♥✉✱ ✇✐t❤ ●❛✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❣❛✐♥✱ ❤ t❤❡ P❧❛♥❝❦✬s
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥✉ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆❙❊ ♣♦✇❡r ♦♥ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❇ ✐s P❛s❡ ❂
◆✵✯❇✳

• ❖P❚■❖◆❙✳❛s❡♣♦❧✿ ■❢ ✬❛s❡①✬ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦r❝❡ t♦ ③❡r♦ t❤❡ ❆❙❊ ♥♦✐s❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r
✬❛s❡②✬ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢♦r❝❡ t♦ ③❡r♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✳

• ❖P❚■❖◆❙✳♥♦✐s❡✿ ❆ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡r✬s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❆❙❊ ♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s✳
❖P❚■❖◆❙✳♥♦✐s❡ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦❢ ❬●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✱ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨❪ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ r❡❛❞
✐♥ t❤❛t ✇❛②✳

■❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❆❙❊ ♥♦✐s❡✱ ❞♦♥✬t s❡t ❖P❚■❖◆❙✳

◆♦t❡✿ ❆▼P▲■❋▲❆❚ ❛ss✉♠❡s t❤❡ s❛♠❡ ❣❛✐♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✵✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ P❡r✐♦❞✐❝ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ♦❢ ♥❛♠♣❧✐ s♣❛♥s✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♣❛r❡♥t s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥❛♠♣❧✐ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s♣❛♥s✱ ❡❛❝❤ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞❀ ❛
s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r P❛✈❣✱ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧❛♠✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ♦♣t✐❝❛❧
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦s♥r ✐♥ ❬❞❇❪ ♦✈❡r ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ♦s♥❜✇ ✭❡✳❣✳ ✵✳✶ ♥♠✮✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✜❣✉r❡ ❋ ❬❞❇❪ ♦❢ ❡❛❝❤
❛♠♣❧✐✜❡r ♦❢ ❣❛✐♥ ●❢❧❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈▲■●❍❚❂ ✷✾✾✼✾✷✹✺✽❀ ✪ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❬♠✴s❪

❍P▲❆◆❈❑❂ ✻✳✻✷✻✵✻✽✾✻❡✲✸✹❀ ✪ P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ❬❏✯s❪

❧❛♠ ❂ ✶✺✺✵❀ ✪ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪

♦s♥r ❂ ✶✷❀ ✪ ❖❙◆❘ ❬❞❇❪ ♦✈❡r ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦s♥r❜✇

♦s♥r❜✇ ❂ ✵✳✶❀ ✪ ❖❙◆❘ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❬♥♠❪

●❢❧❛t ❂ ✶✵❀ ✪ ❛♠♣❧✐❢✐❡rs✬ ❢❧❛t ❣❛✐♥ ❬❞❇❪

♥❛♠♣❧✐ ❂ ✷✵❀ ✪ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐❢✐❡rs

❤✈❞❧ ❂ ✲✸✵✲✶✵✯❧♦❣✶✵✭❍P▲❆◆❈❑✯❈▲■●❍❚✴❧❛♠✯✳✳✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✸✾

❈▲■●❍❚✯♦s♥r❜✇✴❧❛♠❫✷✯✶❡✶✽✮❀ ✪ ❝♦♥✈✳ ❢❛❝t♦r

♥s♣ ❂ ✶✵✯❧♦❣✶✵✭P❛✈❣✮ ✰ ❤✈❞❧ ✲ ✶✵✯❧♦❣✶✵✭✶✵❫✭●❢❧❛t✴✶✵✮✲✶✮ ✲ ✸ ✲ ✳✳✳

✶✵✯❧♦❣✶✵✭♥❛♠♣❧✐✮ ✲ ♦s♥r❀ ✪ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❬❞❇❪

❋ ❂ ♥s♣ ✰ ✸❀ ✪ ♥♦✐s❡ ❢✐❣✉r❡ ❬❞❇❪

❖P❚■❖◆❙✳❢ ❂ ❋❀ ✪ ❖P❚■❖◆❙ ❢♦r ❛♠♣❧✐❢❧❛t

✷✳✷✶ ✐♥✈❡rs❡❴♣♠❞

■♥✈❡rs❡ P▼❉ ♠❛tr✐①✳

✷✳✷✶✳✶ ❙②♥t❛①

■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮
❯■◆❱❂■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮

❬❯■◆❱✱❯❪❂■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮

■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✱❖P❚■❖◆❙✮

✷✳✷✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ P▼❉ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳
❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❇❘❋✳ ❚❤❡ ❦✲t❤ ✜❡❧❞ ♦❢ ❇❘❋ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✜❜❡r ❦ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❧✐♥❦ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❇❘❋④❦⑥ ✐s ❛ str✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s✿

• ❇❘❋④❦⑥✳❞❜✵ ❂ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❬r❛❞❪ ❛t ●❙❚❆❚❊✳❋◆❂✵ ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮✳

• ❇❘❋④❦⑥✳t❤❡t❛ ❂ ❛③✐♠✉t❤ ❬r❛❞❪ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ P▼❋s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳

• ❇❘❋④❦⑥✳❡♣s✐❧♦♥ ❂ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❬r❛❞❪ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ P▼❋s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳

• ❇❘❋④❦⑥✳❞❣❞r♠s ❂ r✳♠✳s✳ ❉●❉ ❬♥s❪ ♣❡r tr✉♥❦✳

• ❇❘❋④❦⑥✳❧❝♦rr ❂ ❧❡♥❣t❤ ❬♠❪ ♦❢ ❡❛❝❤ P▼❋ tr✉♥❦✳

• ❇❘❋④❦⑥✳❜❡t❛t ❂ β(ω)✱ ✐✳❡✳ s❝❛❧❛r ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❬r❛❞❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●❱❉✱ s❧♦♣❡✱ ❡t❝✱ ✇❤❡r❡ ω/2/π ✐s t❤❡
✈❡❝t♦r ♦❢ ❋❋❚ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ β ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳

• ❇❘❋④❦⑥✳❞❜✶ ❂ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❬r❛❞❪ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② P▼❉✳

❇❘❋ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ✜❜❡r✳

❯■◆❱❂■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ✐♥ ❯■◆❱ ❛ ✸✲❉ ♠❛tr✐① s✉❝❤ t❤❛t ❯■◆❱✭✿✱✿✱♥✮ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✭✷✱✷✮ ✐♥✲
✈❡rs❡ P▼❉ ♠❛tr✐① ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② ●❙❚❆❚❊✳❋◆✭♥✮✳ ❙✉❝❤ ♠❛tr✐① ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧s♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥ ❧✐❦❡
●❱❉✱ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✭s❡❡ ❧❛t❡r✮✳

❬❯■◆❱✱❯❪❂■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ P▼❉ ♠❛tr✐① ❯✳

■◆❱❊❘❙❊❴P▼❉✭❇❘❋✱❖P❚■❖◆❙✮ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❖P❚■❖◆❙✳❣✈❞ ❂ ✬♥♦✬✿ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ●❱❉ ✐♥ t❤❡ ❯✱ ❯■◆❱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❢♦r❝❡ ❇❘❋④❦⑥✳❜❡t❛t ❂ ✵✳

• ❖P❚■❖◆❙✳❛♣♣❧② ❂ ✬♥♦✬✿ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✳

• ❖P❚■❖◆❙✳♠❛t ❂ ✭✷✱✷✮ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① t❤❛t r♦t❛t❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❯✳ ❊✳❣✳ s✉❝❤
♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ r❡t✉r♥❡❞ ❜② s❡t❴s♦♣✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✵

◆♦t❡ ✶✿❯■◆❱ ✐s ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✱ ❤❡♥❝❡ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱
❯✐♥✈✭✿✱✿✱♥✮ ❂ ❯✭✿✱✿✱♥✮✬✳

◆♦t❡ ✷✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✷✶✱ t❤❡ ♥✲t❤ ❝❛❧❧ t♦ ✜❜❡r ♠✉st r❡t✉r♥ ❇❘❋④♥⑥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ♥✲t❤ ✜❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ♠✉st r❡t✉r♥ ❇❘❋④♥⑥✳

✷✳✷✶✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

✜❜❡r✱ s❡t❴s♦♣✳

✷✳✷✷ ♦♣t✜❧t❡r

❖♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳

✷✳✷✷✳✶ ❙②♥t❛①

❖P❚❋■▲❚❊❘✭■❈❍✱❋❚❨P❊✱❇❲✮

❖P❚❋■▲❚❊❘✭■❈❍✱❋❚❨P❊✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✷✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❖P❚❋■▲❚❊❘✭■❈❍✱❋❚❨P❊✱❇❲✮ ✜❧t❡rs t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r ❋❚❨P❊
✭s❡❡ ♠②❢✐❧t❡r✮ ❤❛✈✐♥❣ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧r❛t❡✮✱ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❡♥t❡r❡❞
♦♥ t❤❡ ■❈❍ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♦✈❡r✇r✐tt❡♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮ ♦♥❧② t❤❡ ■❈❍ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨

✐s ✜❧t❡r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦❧✉♠♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

❖P❚❋■▲❚❊❘✭■❈❍✱❋❚❨P❊✱❇❲✱❖❘❉✮ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❖❘❉ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r✳ ❊✳❣✳ ❖❘❉ ✐s t❤❡ s✉♣❡r✲
❣❛✉ss ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

✷✳✷✷✳✸ ◆♦t❡

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ❤❛ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦✇ ♣❛ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲✴✷✳
❙✐♥❝❡ ❖♣t✐❧✉① ✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❧♦✇♣❛ss✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲✴✷ t♦ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ❬✹✱ ✶✼❪✳

✷✳✷✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧r❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ✷✵ ●s②♠❜✴s✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❝❤❛♥♥❡❧ ✸ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r❣❛✉s✲
s✐❛♥ ✜❧t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✸✵ ●❍③ ❛♥❞ ♦r❞❡r ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤✿

❖P❚❋■▲❚❊❘✭✸✱✬s✉♣❡r❣❛✉ss✬✱✸✵✴✷✵✱✹✮
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✷✳✷✷✳✺ ❙❡❡ ❛❧s♦

♠②✜❧t❡r

✷✳✷✸ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦

❈♦♠♣❧❡t❡ ❖❖❑ r❡❝❡✐✈❡r ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✰▲P❋✮✳

✷✳✷✸✳✶ ❙②♥t❛①

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮

✷✳✷✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ■❘■❈ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛♥ ❖❖❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡r✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❖❖❑ r❡❝❡✐✈❡r✳

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❙◆ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❙◆ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❜❡r❴❦❧✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭❖❇P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ❖❇P❋ ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭▲P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ▲P❋ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❳✿

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳❜✷❜ ❂ ✬❜✷❜✬ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①✳❞♣♦st ❛♥❞ ①✳s❧♦♣❡③ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❚❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡❧② ✐❞❡❛❧✲❧✐♥❡❛r ✜❜❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ✐❞❡❛❧ ✭❛❜s✭✳✮❫✷✮✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
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✷✳✷✸✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦

✷✳✷✹ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦

❈♦♠♣❧❡t❡ ❉P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰▼❩✰▲P❋✮✳

✷✳✷✹✳✶ ❙②♥t❛①

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉P❙❑✭■❈❍✱❳✮

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉P❙❑✭■❈❍✱❳✮

✷✳✷✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉P❙❑✭■❈❍✱❳✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ■❘■❈ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛♥ ❉P❙❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡r✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❉P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r✳

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❙◆ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❙◆ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❜❡r❴❦❧✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭❖❇P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ❖❇P❋ ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭▲P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ▲P❋ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❳✿

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳
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• ❳✳❜✷❜ ❂ ✬❜✷❜✬ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①✳❞♣♦st ❛♥❞ ①✳s❧♦♣❡③ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

• ❳✳♠③❞❡❧ ❂ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❩❉■ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❢♦r ❉P❙❑✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❧❛②
✐s ✶ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ ≤ ❳✳♠③❞❡❧ ≤✶✳ ❙❡tt✐♥❣ ♠③❞❡❧ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ P❛rt✐❛❧ ❉P❙❑ ✭P✲❉P❙❑✮ ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡❧② ✐❞❡❛❧✲❧✐♥❡❛r ✜❜❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❛r❡ ✐❞❡❛❧
✭❛❜s✭✳✮❫✷✮✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✳✷✹✳✸ ❉❡t❛✐❧s

❈❛❧❧✐♥❣ A(t) t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡

✐s 1
4 |A(t) + A(t − T )|2✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s 1

4 |A(t) − A(t − T )|2✳ T ✐s
t❤❡ ❜✐t t✐♠❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r ✐s✿

I(t) = ❘❡ {A(t)A∗(t − T )}

■♥ ❖♣t✐❧✉① ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜② T s❡❝♦♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤✐❢t ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳◆❚ ♣♦✐♥ts✳ ❙❡❡
❴❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✷✳✷✹✳✹ ❙❡❡ ❛❧s♦

r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦

✷✳✷✺ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦

❈♦♠♣❧❡t❡ ❉◗P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r✳ ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰▼❩s✰▲P❋✮✳

✷✳✷✺✳✶ ❙②♥t❛①

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉◗P❙❑✭■❈❍✱❳✮

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉◗P❙❑✭■❈❍✱❳✮

✷✳✷✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❉◗P❙❑✭■❈❍✱❳✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ■❘■❈ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛♥ ❖❖❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡r✿



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✹

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❉◗P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r✳

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❖❖❑✭■❈❍✱❳✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❙◆ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❙◆ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❜❡r❴❦❧✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭❖❇P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ❖❇P❋ ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭▲P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ▲P❋ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❝♦♠♣ ❂ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡②❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❇❊❘✳ ❈❛♥ ❜❡ ✬♣❤❛s❡✬ ♦r ✬q✉❛❞r❛t✉r❡✬✳

❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❳✿

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳❜✷❜ ❂ ✬❜✷❜✬ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①✳❞♣♦st ❛♥❞ ①✳s❧♦♣❡③ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

• ❳✳♠③❞❡❧ ❂ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜r❛❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ▼❩❉■ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉◗P❙❑ r❡❝❡✐✈❡r✳
❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❞❡❧❛② ✐s ✶ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ✪ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ ≤ ❳✳♠③❞❡❧ ≤✶✳ ❙❡tt✐♥❣ ♠③❞❡❧ t♦ ❛
✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ P❛rt✐❛❧ ❉◗P❙❑ ✭P✲❉◗P❙❑✮ ❬✶✾❪

❚❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡❧② ✐❞❡❛❧✲❧✐♥❡❛r ✜❜❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❛r❡ ✐❞❡❛❧
✭❛❜s✭✳✮❫✷✮✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✺

✷✳✷✺✳✸ ❉❡t❛✐❧s

❈❛❧❧✐♥❣ A(t) t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡r
✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛r♠ ✐s✿

II(t) = ❘❡
{
A(t)A∗(t − T )e−j π

4

}

❜❡✐♥❣ T t❤❡ ❜✐t t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛r♠ ✇❡ ❤❛✈❡✿

IQ(t) = ❘❡
{
A(t)A∗(t − T )e+j π

4

}

■♥ ❖♣t✐❧✉① ❞❡❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜② T s❡❝♦♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤✐❢t ♦❢ ●❙❚❆❚❊✳◆❚ ♣♦✐♥ts✳ ❙❡❡
❴❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

✷✳✷✺✳✹ ❙❡❡ ❛❧s♦

r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦

✷✳✷✻ r❡❝❡✐✈❡r❴❝♦❤♠✐①

❈♦♠♣❧❡t❡ ❈❖❍❡r❡♥t ▼■❳❡r r❡❝❡✐✈❡r✳ ✭P❖❙❚ ✜❜❡r✰❖❇P❋✰▼■❳✰P❉✰▲P❋✮✳

✷✳✷✻✳✶ ❙②♥t❛①

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❈❖❍▼■❳✭■❈❍✱❳✮

❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❈❖❍▼■❳✭■❈❍✱❳✮

✷✳✷✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■❘■❈❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❈❖❍▼■❳✭■❈❍✱❳✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ■❘■❈ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛♥ ❖❖❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r✳
❬■❘■❈✱❙◆❪❂❘❊❈❊■❱❊❘❴❈❖❍▼■❳✭■❈❍✱❳✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❙◆ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❙◆ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❜❡r❴❦❧✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭❖❇P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ❖❇P❋ ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭▲P❋✮ t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ▲P❋ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❳✿

• ❳✳❧♦❞❡t✉♥✐♥❣ ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ❉❡t✉♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬❍③❪

• ❳✳❧♦♣❤❛s❡♥♦✐s❡ ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r P❤❛s❡ ◆♦✐s❡ ❱❡❝t♦r ❬r❛❞❪

• ❳✳❧♦♣♦✇❡r ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r P♦✇❡r ❬❞❇♠❪

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✻

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳❜✷❜ ❂ ✬❜✷❜✬ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①✳❞♣♦st ❛♥❞ ①✳s❧♦♣❡③ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❚❤❡ ♣♦st✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡❧② ✐❞❡❛❧✲❧✐♥❡❛r ✜❜❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ✐❞❡❛❧ ✭❛❜s✭✳✮❫✷✮✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✳✷✻✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦

✷✳✷✼ ❡✈❛❧❴❡②❡

❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✷✳✷✼✳✶ ❙②♥t❛①

❊❖❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❊❖✱ ❚❙❪❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❊❖✱ ❚❙✱ ■❙❪❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❊❖✱ ❚❙✱ ■❙✱ ❙◆❪❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❊❖✱ ❚❙✱ ■❙✱ ❙◆✱ ❉❊▲❆❨❪❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

✷✳✷✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❖❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❊❖ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡
❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❬♠❆❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ ♠❛①✭✇♦rst✶✲✇♦rst✵✮ ❜❡✐♥❣ ✇♦rst✶ ❛♥❞ ✇♦rst✵ t❤❡ ✇♦rst ♠❛r❦✴s♣❛❝❡ s❛♠♣❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡②❡ ❢♦r ❖❖❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❬❊❖✱❚❙❪ ❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ r❡t✉r♥s ❛❧s♦ t❤❡ ❜❡st s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ❚❙ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t t✐♠❡✳
❊❖ ❛♥❞ ❚❙ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳ P❆❚ ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣❛tt❡r♥✱ ❛❢t❡r
❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭s❡❡ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r✮✳ P❆❚ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦r ❛ ♠❛tr✐①✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛t ✭s❡❡ ♥❡①t✮✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✼

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❳✳r❡❝ ❂ r❡❝❡✐✈❡r t②♣❡✳ ❱❛❧✐❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡✿ ✬♦♦❦✬✱✬♣s❜t✬✱✬♥❢✲❞♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ ✬❞♣s❦✬
t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ ✬❞q♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦✳

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳♦❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳❡❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

❳ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳ts ❂ ❋✐①❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭✲✵✳✺ ❁❂ ❳✳ts ❁❂ ✵✳✺✮✳

• ❳✳♣❧♦t ❂ ✬♣❧♦t❡②❡✬✿ ♣❧♦ts t❤❡ ❡②❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✜❣✉r❡❀ ✬♣❧♦t❝✉r✬ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t✳

• ❳✳❝♦❧♦r ❂ ❝♦❧♦r str✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❧♦t ✭s❡❡ P▲❖❚✮✳ ❊✳❣✳ ✬❜✲✬✳

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳❝♦♠♣ ❂ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡②❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❇❊❘ ✭❞q♣s❦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②✮✳ ❈❛♥ ❜❡
✬♣❤❛s❡✬ ♦r ✬q✉❛❞r❛t✉r❡✬ ♦r ✬❜♦t❤✬✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡ts t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❳✳❝♦♠♣❂✬❜♦t❤✬ r❡q✉✐r❡s P❆❚
t♦ ❜❡ ❛ t✇♦✲❝♦❧✉♠♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✴q✉❛❞r❛t✉r❡ ❜✐♥❛r② ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❝♦❧✉♠♥ ✶✱✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

• ❳✳♣r✐♥t ❂ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣r✐♥t✳ ❊✳❣✳ ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱✬❡②❡✬⑥ ♦r ❳✳♣r✐♥t ❂④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱

✬❝✉rr❡♥t✬⑥✱ ♣r✐♥ts t♦ ✜❧❡ ♥♦♠❡❢✐❧❡ t❤❡ ❡②❡ ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ♥♦♠❡✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦
●❙❚❆❚❊✳❉■❘ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✬✳▼❖❉✬✳

• ❳✳❞❡❧❛② ❂ ✬t❤❡♦r②✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨

✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❆▼✮ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦
③❡r♦ ❜✐ts ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ P❆❚✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✳ ❙❡❡ ❝♦rr❞❡❧❛②✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ t♦
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✰ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ♦r r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✳

❬❊❖✱ ❚❙✱ ■❙✱ ❙◆✱ ❉❊▲❆❨❪❂❊❱❆▲❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ✐♥ ■❙ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡❞ ❜✐ts✳ ❙◆ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✭❙◆ ✐s ✉s❡❞ ❜②
❜❡r❴❦❧✮✳ ❉❊▲❆❨ ✐s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ❞❡❧❛② ✐♥ ❜✐ts✳
❲✐t❤ ❳✳❝♦♠♣❂✬❜♦t❤✬ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ✐♥ s✐③❡ ❢♦r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛✲
t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

■t ✐s ✲✵✳✺ ❁❂ ❚❙ ❁❂ ✵✳✺✱ ✇✐t❤ ✉s✉❛❧❧② ❚❙ ⑦❂ ✵✳
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◆♦t❡ ✶✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

◆♦t❡ ✷✿ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ ❳ ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r❝❛s❡✳

◆♦t❡ ✸✿ P❧❡❛s❡✱ ❜❡✇❛r❡ t❤❛t ❊❱❆▲❴❊❨❊ ♥❡❡❞s t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ♣❛tt❡r♥✱ ♥♦t t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥❡✳ ❙❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

✷✳✷✼✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♠②✜❧t❡r✱ ❜❡st❴❡②❡✱ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦✱ ❜❡r❴❦❧✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r✱ ❝♦rr❞❡❧❛②

✷✳✷✽ ❜❡r❴❦❧

❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡r ❢♦r ♥♦♥❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦è✈❡ ♠❡t❤♦❞✳

✷✳✷✽✳✶ ❙②♥t❛①

P❇❂❇❊❘❴❑▲✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬P❇✱❖❙◆❘❪❂❂❇❊❘❴❑▲✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬P❇✱❖❙◆❘✱❊❖❪❂❂❇❊❘❴❑▲✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

✷✳✷✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❇❂❇❊❘❴❑▲✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ P❇ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦❡✈❡ ✭❦❧✮ ♠❡t❤♦❞✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ❖❖❑✱ ❉P❙❑✱ P❙❇❚✱ ❉◗P❙❑
✭s❡❡ ❡❧❡❝tr✐❝s♦✉r❝❡✮✳
P❆❚ ✐s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡ ■❈❍ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭s❡❡ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r✮✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❳✳r❡❝ ❂ ✬♦♦❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ ✬❞♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ ✬❞q♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r✱ s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦s♥r ❂ ❖♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s ✭♦s♥r✮✱ ❬❞❇❪✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦s♥r ✐s ♦✈❡r
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✶ ♥♠ ❛♥❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❈❛♥ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r✱
❛♥❞ ✐ts s✐③❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ P❇✳ ❳✳♦s♥r r❡❢❡rs t♦ ❳✳♣♦❧♥ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳

• ❳✳♣♦❧♥ ❂ ◆♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ✶ ♦r ✷✳ ◆♦t❡✿ ❳✳♣♦❧♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥✉st ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤
t✇♦ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❳✳♣♦❧♥ ♠✉st ❜❡ ✷✳

❳ ❤❛s ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❦❧✲♠❡t❤♦❞✿

• ❳✳❡t❛ ❂ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❦❧ ♠❡t❤♦❞ s❛♠♣❧❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❡q✉❛❧ t♦ ❳✳❡t❛ t✐♠❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❯s✉❛❧❧② ✐t ✐s ✶ ❁ ❳✳❡t❛ ❁ ✸✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✹✾

• ❳✳♠✉ ❂ ❚✐♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❳✳♠✉ t✐♠❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧✴❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❉P❙❑ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡♠♦r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ❞❡❧❛② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡✐r ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❯s✉❛❧❧② ✐t ✐s ✶ ❁ ❳✳♠✉ ❁ ✶✵✳

• ❳✳s❛❞❞❧❡ ❂ ✬②❡s✬✿ t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❢❛st❡r✮✳ ✬♥♦✬✿
t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡✮✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❳✳❡t❛✱ ❳✳♠✉ ❛♥❞ ❳✳s❛❞❞❧❡ s❡❡ ❬✷✵❪✳ ❳ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳❜❡r ❂ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡r ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦s♥r✱ s❡❛r❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ❳✳♦s♥r ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳

• ❳✳✐♥t❡r♣ ❂ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❳✳❜❡r✱ s❡❡ ■◆❚❊❘P✶✳ ❉❡❢❛✉❧t ✐s ✬s♣❧✐♥❡✬✳

• ❳✳❡①tr❛♣ ❂ ✬②❡s✬✿ ❳✳❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ❳✳♦s♥r✱ s❡❡ ■◆❚❊❘P✶✳ ✬♥♦✬✿ ■❢ ❳✳❜❡r ✐s
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ❳✳♦s♥r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❖❙◆❘ ❂ ◆❛◆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t str❛t❡❣②✳

• ❳✳♣❧♦t ❂ ✬♣❧♦t❡②❡✬✿ ♣❧♦ts t❤❡ ❡②❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✜❣✉r❡❀ ✬♣❧♦t❝✉r✬ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t✳

• ❳✳❝♦❧♦r ❂ ❝♦❧♦r str✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❧♦t ✭s❡❡ P▲❖❚✮✳ ❊✳❣✳ ✬❜✲✬✳

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ t✐♠❡s ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✳

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡
t✐♠❡s ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✳

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳❝♦♠♣ ❂ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡②❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❇❊❘ ✭❉◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②✮✳ ❈❛♥ ❜❡
✬♣❤❛s❡✬ ♦r ✬q✉❛❞r❛t✉r❡✬✳

• ❳✳❜✷❜ ❂ ✬❜✷❜✬✿ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ✐♥ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

• ❳✳♣r✐♥t ❂ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣r✐♥t✳ ❊✳❣✳ ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱✬❡②❡✬⑥ ♦r ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱

✬❝✉rr❡♥t✬⑥✱ ♣r✐♥ts t♦ ✜❧❡ ♥♦♠❡❢✐❧❡ t❤❡ ❡②❡ ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ♥♦♠❡✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦
●❙❚❆❚❊✳❉■❘ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✬✳▼❖❉✬✳

• ❳✳❞❡❧❛② ❂ ✬t❤❡♦r②✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨

✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ P❡r ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❆▼✮ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦
③❡r♦ ❜✐ts ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ P❆❚✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✳ ❙❡❡ ❝♦rr❞❡❧❛②✳

• ❳✳♠③❞❡❧ ❂ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜r❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❩❉■ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❢♦r ❉P❙❑✴❉◗P❙❑✳ ❚❤❡
❞❡❢❛✉❧t ❞❡❧❛② ✐s ✶ ❛♥❞ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✵ ❁ ♠③❞❡❧ ❁❂✶✳ ❙❡tt✐♥❣ ♠③❞❡❧ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ P❛rt✐❛❧ ❉P❙❑✴❉◗P❙❑ ✭P✲❉P❙❑✴❉◗P❙❑✮ ❬✶✽❪✳

• ❳✳t❤r❡s❤♦❧❞ ❂ ❋✐①❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r
❖❖❑ ❛♥❞ s❡t t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❉P❙❑✴❉◗P❙❑✳ ❚❤❡ ♦♦❦ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r✱
♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✰ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✰ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r ✭s❡❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ♦r
r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✮✳ ❋♦r ❉P❙❑ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✵

❬P❇✱❖❙◆❘✱❊❖❪❂❇❊❘❴❑▲✭❳✱■❈❍✱P❆❚✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❖❙◆❘ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❬❞❇❪ t❤❛t ②✐❡❧❞s ❳✳❜❡r✱ ❛♥❞ ✐♥
❊❖ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❡✈❛❧❴❡②❡✮✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊✳ ❋♦r❡st✐❡r✐ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ ❉P❙❑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❊✳ ❋♦r❡st✐❡r✐ ❢♦r t❤❡ ❢♦rtr❛♥ ❝♦❞❡ ♦❢ ❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ ✶✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

◆♦t❡ ✷✿ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ ❳ ♠✉st ❜❡ ❧♦✇❡r❝❛s❡✳

◆♦t❡ ✸✿ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✇❤✐t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❣❛✐♥ ❬✷✶❪ ✐s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❖♣t✐❧✉①✳

✷✳✷✽✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣❛tt❡r♥✱ ♠②✜❧t❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ ❜❡st❴❡②❡✱ ❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡st❴s♣✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✷✾ ❜❡st❴❡②❡

❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣✳

✷✳✷✾✳✶ ❙②♥t❛①

❇❊❨❊❂❇❊❙❚❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❇❊❨❊✱❇P❖❙❚❪❂❇❊❙❚❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

✷✳✷✾✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❇❊❨❊❂❇❊❙❚❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t② ❇❊❨❊ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❊✳❣✳ s❡❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ♦r
r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✮✳

❬❇❊❨❊✱❇P❖❙❚❪❂❇❊❙❚❴❊❨❊✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ✐♥ ❇P❖❙❚ t❤❡ ❜❡st ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❬♣s✴♥♠❪✳
❚❤❡ ❡②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t② ❇❊❨❊ ❬❞❇❪ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

❇❊❨❊ ❂ ✶✵✯❧♦❣✶✵✭❡♦❜✷❜✴❡♦✶✮

✇❤❡r❡ ❡♦✶❂♠❛①✭♠✐♥✶✲♠❛①✵✮ ✐s t❤❡ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ♠✐♥✶ ❛♥❞ ♠❛①✵ t❤❡ ✇♦rst ♠❛r❦✴s♣❛❝❡
s❛♠♣❧❡s✳ ❡♦❜✷❜ ✐s t❤❡ ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❜❛❝❦ t♦ ❜❛❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
P❆❚ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s②♠❜♦❧s ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭s❡❡ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r✮✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❳✳r❡❝ ❂ r❡❝❡✐✈❡r t②♣❡✳ ❱❛❧✐❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡✿ ✬♦♦❦✬✱✬♣s❜t✬✱✬♥❢✲❞♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ ✬❞♣s❦✬
t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ ✬❞q♣s❦✬ t♦ ✉s❡ ✇✐t❤ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦✳

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳♦❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✶

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳❡❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪✿ ❱❡❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❬❞✶ ❞✷❪

t❤❛t ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t t❤❡ ❜❡st ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ❳✳❞♣♦st ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r✿ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t② ❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

❖♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❳✿

• ❳✳t♦❧ ❂ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✿ ✰✴✲t♦❧✮✳

• ❳✳♣r✐♥t❂ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣r✐♥t✳ ❊✳❣✳ ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱✬❡②❡✬⑥ ♦r ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱

✬❝✉rr❡♥t✬⑥✱ ♣r✐♥ts t♦ ✜❧❡ ♥♦♠❡❢✐❧❡ t❤❡ ❡②❡ ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ♥♦♠❡❢✐❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦
●❙❚❆❚❊✳❉■❘ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✬✳▼❖❉✬✳

• ❳✳♣❧♦t ❂ ✬♣❧♦t❡②❡✬✿ ♣❧♦ts t❤❡ ❡②❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✜❣✉r❡❀ ✬♣❧♦t❝✉r✬ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t✳

• ❳✳❝♦❧♦r❂ ❝♦❧♦r str✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❧♦t ✭s❡❡ ♣❧♦t✳♠✮✳ ❊✳❣✳ ✬❜✲✬✳

• ❳✳ts ❂ ❋✐①❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭✲✵✳✺ ❁❂ ❳✳ts ❁❂ ✵✳✺✮✳

• ❳✳❝♦♠♣ ❂ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡②❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❇❊❘ ✭❞q♣s❦ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❧②✮✳ ❈❛♥ ❜❡
✬♣❤❛s❡✬ ♦r ✬q✉❛❞r❛t✉r❡✬ ♦r ✬❜♦t❤✬✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❛s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡ts t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡
✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❳✳❝♦♠♣❂✬❜♦t❤✬ r❡q✉✐r❡s P❆❚
t♦ ❜❡ ❛ t✇♦✲❝♦❧✉♠♥ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✴q✉❛❞r❛t✉r❡ ❜✐♥❛r② ♣❛tt❡r♥s ♦♥ ❝♦❧✉♠♥ ✶✱✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

• ❳✳❞❡❧❛② ❂ ✬t❤❡♦r②✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨

✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❆▼✮ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦
③❡r♦ ❜✐ts ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ P❆❚✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✳ ❙❡❡ ❝♦rr❞❡❧❛②✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ t♦
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✰ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ♦r r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✳

❚❤❡ ❜❡st ❡②❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❬✷✷❪✳✮

◆♦t❡ ✶✿ ❚❤❡ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♣r❡s❡♥t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬❞✶ ❞✷❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ❇❊❨❊ ✐s ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✱
❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✳✷✾✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡st❴s♣✱ ♣❛tt❡r♥✱ ♠②✜❧t❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦ ✱ ❝♦rr❞❡❧❛②

✷✳✸✵ ❜❡st❴s♣

❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❖❙◆❘ ♣❡♥❛❧t② ✈s✳ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦✳
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✷✳✸✵✳✶ ❙②♥t❛①

❇❙P❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❇❙P✱❇P❖❙❚❪❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❇❙P✱❇P❖❙❚✱❲❆❘◆❪❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

❬❇❙P✱❇P❖❙❚✱❲❆❘◆✱❊❈P❪❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮

✷✳✸✵✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❇❙P❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦s♥r ♣❡♥❛❧t② ❇❙P ❬❞❇❪✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❡♥❛❧t②✱ ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ✈s✳ ❜❛❝❦ t♦ ❜❛❝❦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❢♦r ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❜❡r✮ ♦❢ ❇❙P ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦❡✈❡ ✭❦❧✮ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❜❡r❴❦❧ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳

❬❇❙P✱❇P❖❙❚✱❲❆❘◆✱❊❈P❪❂❇❊❙❚❴❙P✭■❈❍✱❳✱P❆❚✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ❜❡st ♣♦st✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❇P❖❙❚ ❬♣s✴♥♠❪ t❤❛t
②✐❡❧❞s ❇❙P✳ ❲❆❘◆ ✐s ❛ ✢❛❣ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❡♥❛❧t② ❡q✉❛❧ t♦ ◆❛◆ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦st✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇r♦♥❣ r❡s✉❧t✳ ❊❈P ✐s t❤❡ ❡②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t②
❬❞❇❪ ✉s✐♥❣ ❇P❖❙❚✳ P❆❚ ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧s ♣❛tt❡r♥✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❳✳r❡❝ ❂ r❡❝❡✐✈❡r t②♣❡✳ ❱❛❧✐❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡✿ ✬♦♦❦✬✱ ✱✬♥❢✲❞♣s❦✬ t♦ ✉s❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ ✬❞♣s❦✬ t♦ ✉s❡
r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ ✬❞q♣s❦✬ t♦ ✉s❡ ✇✐t❤ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦✳

• ❳✳❜❡r ❂ t❛r❣❡t ❜❡r ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❖❙◆❘ ♣❡♥❛❧t②✳

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳♦❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐t r❛t❡

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳❡❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪✿ ❱❡❝t♦r ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❬❞✶ ❞✷❪

t❤❛t ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ✇✐t❤✐♥ ✐t t❤❡ ❜❡st ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞✳ ❳✳❞♣♦st ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ s❝❛❧❛r✿ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❡②❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❡♥❛❧t② ❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st✳

• ❳✳♦s♥r ❂ ❖♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s ✭♦s♥r✮✱ ❬❞❇❪✱ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♦s♥r ✐s ♦✈❡r
❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ✵✳✶ ♥♠ ❛♥❞ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❳✳♦s♥r r❡❢❡rs
t♦ ❳✳♣♦❧♥ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❳✳♦s♥r ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✳

• ❳✳♣♦❧♥ ❂ ◆♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ✶ ♦r ✷✳ ◆♦t❡✿ ❳✳♣♦❧♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❥✉st ♦♥❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

❳ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❦❧✲♠❡t❤♦❞✿

• ❳✳❡t❛❂ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ❦❧ ♠❡t❤♦❞ s❛♠♣❧❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✉♣ t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❡q✉❛❧ t♦ ❳✳❡t❛ t✐♠❡s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❯s✉❛❧❧② ✐s ✭❢❛st❡r✮ ✶ ❁ ❳✳❡t❛ ❁ ✸ ✭s❧♦✇❡r✮✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✸

• ❳✳♠✉ ❂ ❚✐♠❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❳✳♠✉ t✐♠❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧✴❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❉P❙❑ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡♠♦r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r ❞❡❧❛② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ s✉❝❤ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡✐r ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❯s✉❛❧❧② ✐s ✭❢❛st❡r✮ ✶ ❁ ❳✳♠✉ ❁ ✶✵ ✭s❧♦✇❡r✮✳

• ❳✳s❛❞❞❧❡ ❂ ✬②❡s✬✿ t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❢❛st❡r✮✳ ✬♥♦✬✿
t❤❡ ❜❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❧♦✇❡r✱ ❜✉t ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡✮✳

❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❳✳❡t❛✱ ❳✳♠✉ ❛♥❞ ❳✳s❛❞❞❧❡ s❡❡ ❜❡r❴❦❧✳

❳ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳✐♥t❡r♣ ❂ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❳✳❜❡r✱ s❡❡ ■◆❚❊❘P✶✳ ❉❡❢❛✉❧t ✐s ✬s♣❧✐♥❡✬✳

• ❳✳❡①tr❛♣ ❂ ✬②❡s✬✿ ❳✳❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ❳✳♦s♥r✱ s❡❡ ■◆❚❊❘P✶✳ ✬♥♦✬✿ ■❢ ❳✳❜❡r ✐s
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ❳✳♦s♥r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❇P❖❙❚ ❂ ◆❛◆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t str❛t❡❣②✳

• ❳✳t♦❧ ❂ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✿ ✰✴✲t♦❧✮✳

• ❳✳♣❧♦t ❂ ✬♣❧♦t❡②❡✬✿ ♣❧♦ts t❤❡ ❡②❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✜❣✉r❡❀ ✬♣❧♦t❝✉r✬ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t✳

• ❳✳❝♦❧♦r ❂ ❝♦❧♦r str✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❧♦t ✭s❡❡ P▲❖❚✮✳ ❊✳❣✳ ✬❜✲✬✳

• ❳✳♣r✐♥t❂ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ♣r✐♥t✳ ❊✳❣✳ ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱✬❡②❡✬⑥ ♦r ❳✳♣r✐♥t ❂ ④✬♥♦♠❡❢✐❧❡✬✱✬❝✉rr❡♥t✬⑥✱
♣r✐♥ts t♦ ✜❧❡ ♥♦♠❡✜❧❡ t❤❡ ❡②❡ ♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ♥♦♠❡❢✐❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ ●❙❚❆❚❊✳❉■❘

✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✬✳▼❖❉✬✳

• ❳✳❞❡❧❛② ❂ ✬t❤❡♦r②✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨

✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❆▼✮ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦
③❡r♦ ❜✐ts ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ P❆❚✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✳ ❙❡❡ ❝♦rr❞❡❧❛②✳

• ❳✳ts ❂ ❋✐①❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭✲✵✳✺ ❁❂ ❳✳ts ❁❂ ✵✳✺✮✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✰ ♦♣t✐❝❛❧ t♦
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✰ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❡❡ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦ ♦r r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✳

❚❤❡ ❜❡st ❜❡r ✐s s❡❛r❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❬✷✷❪✮✳

◆♦t❡ ✶✿ ❚❤❡ ❣♦❧❞❡♥ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♣r❡s❡♥t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❬❞✶ ❞✷❪✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ ❇❙P ✐s ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♠✐♥✐♠❛✱ ❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦✈❡r ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✷✳✸✵✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

❜❡r❴❦❧✱ ❜❡st❴❡②❡✱ ♣❛tt❡r♥✱ ♠②✜❧t❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r❴♦♦❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞♣s❦✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❞q♣s❦✱ ❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❝♦rr❞❡❧❛②

✷✳✸✶ ❜❡r❴❡st✐♠❛t❡

❇✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✹

✷✳✸✶✳✶ ❙②♥t❛①

❬❈❖◆❉✱❆❱●❇❊❘✱◆❘❯◆❙✱❙❚❉❇❊❘❪❂❇❊❘❴❊❙❚■▼❆❚❊✭P❆❚❴❍❆❚✱P❆❚✱❳✮

❬❈❖◆❉✱❆❱●❇❊❘✱◆❘❯◆❙✱❙❚❉❇❊❘❪❂❇❊❘❴❊❙❚■▼❆❚❊✭P❆❚❴❍❆❚✱P❆❚✱❳✱◆■◆❉✮

✷✳✸✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❈❖◆❉✱❆❱●❇❊❘✱◆❘❯◆❙✱❙❚❉❇❊❘❪❂❇❊❘❴❊❙❚■▼❆❚❊✭P❆❚❴❍❆❚✱P❆❚✱❳✮ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✭❆❱●❇❊❘✮
❜② st❛♥❞❛r❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
◆❘❯◆❙ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❚❉❇❊❘ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❇❊❘✳ ❈❖◆❉ ✐s tr✉❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❈ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ P❆❚
✐s t❤❡ ❜✐t ♣❛tt❡r♥✱ ❞❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❤✐❧❡ P❆❚❴❍❆❚ ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥
❣✐✈❡♥ ❜② s❛♠♣✷♣❛t✳

❳ ✐s ❛ str✉❝t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳st♦♣ ❂ ✈❡❝t♦r ❬t✶ t✷❪✳ t✶ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❇❊❘ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❧❡ t✷ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡sts ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t✶❂✵✳✵✶ ❛♥❞ t✷❂✾✺✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❞s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❛t✐♦

❡rr♦r✴❆❱●❇❊❘❁✵✳✵✶

❜❡✐♥❣ ❡rr♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡rr♦r ♦♥ ❆❱●❇❊❘ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ✾✺✪✳ ❇❡✇❛r❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇♦r❦s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤
❢❡✇ s❛♠♣❧❡s ✐t ✐s ❥✉st ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ✻✽✪ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❇❊❘ ✐s ✇✐t❤✐♥ ✰✴✲ ❙❚❉❇❊❘ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✻✽✪✳

• ❳✳♥♠✐♥ ❂ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs ❝♦✉♥t❡❞✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❳✳st♦♣ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡rr♦rs ❝♦✉♥t❡❞✳ ■❢ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s ✶✳

❬❈❖◆❉✱❆❱●❇❊❘✱◆❘❯◆❙✱❙❚❉❇❊❘❪❂❇❊❘❴❊❙❚■▼❆❚❊✭P❆❚❴❍❆❚✱P❆❚✱❳✱◆■◆❉✮ r✉♥s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ▼❈✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❳

♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✿

• ❳✳❞✐♠ ❂ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❆❱●❇❊❘ ✭❡①t❡r♥❛❧ ❝②❝❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳

❈❖◆❉✱❆❱●❇❊❘✱◆❘❯◆❙✱❙❚❉❇❊❘ ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ ❳✳❞✐♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♦r ✐♥✲
❞❡①✮ ◆■◆❉✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♦♥s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢
❆❱●❇❊❘ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❣✐✈❡♥ ❜② ❳✳st♦♣ ❛♥❞ ❳✳♥♠✐♥✳ ❈❖◆❉ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧✳ ❊①❛♠♣❧❡✿ ▼❈
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❜② t❡st✐♥❣ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣♦st✲❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡rs ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦✳ ❙❡❡
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

◆♦t❡✿ ❆ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡
✐s ✜①❡❞✱ ❤❡♥❝❡ ❝❛❧❧ ❡✈❛❧❴❡②❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ❳✳ts ✭s❡❡ ❡✈❛❧❴❡②❡✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡
❡✈❛❧❴❡②❡ ♠❛② ✉s❡s ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ❢r♦♠ r✉♥ t♦ r✉♥ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧✐♥❣
t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

✷✳✸✶✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡r❴❦❧✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✸✶✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❖t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ ❬✷✹✱ ✷✷❪✳ ❆ t✉t♦r✐❛❧ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ✐♥ ❞✐❣✐t❛❧ s②st❡♠s ✐s ✐♥ ❬✷✺❪✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✺

✷✳✸✷ ♠❝❴❡st✐♠❛t❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

✷✳✸✷✳✶ ❙②♥t❛①

❬❈❖◆❉✱❖❯❚❪❂▼❈❴❊❙❚■▼❆❚❊✭❙✱❳✮

❬❈❖◆❉✱❖❯❚❪❂▼❈❴❊❙❚■▼❆❚❊✭❙✱❳✱◆■◆❉✮

✷✳✸✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❈❖◆❉✱❖❯❚❪❂▼❈❴❊❙❚■▼❆❚❊✭❙✱❳✮ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② st❛♥❞❛r❞
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❙ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s✳ ❳ ✐s ❛ str✉❝t ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❡❧❞s✿

• ❳✳st♦♣ ❂ ✈❡❝t♦r ❬t✶ t✷❪✳ t✶ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ t✷ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡sts ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉♥s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ t✶❂✵✳✵✶ ❛♥❞ t✷❂✾✺✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❞s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
r❛t✐♦ ❖❯❚✳st❞♠❡❛♥✴❖❯❚✳♠❡❛♥ ❁ ✵✳✵✶✱ ✐❢ ❳✳♠❡t❤♦❞ ❂ ✬♠❡❛♥✬✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥❞s ✇✐t❤
✭❖✷✲❖✶✮✴❖❯❚✳✈❛r ❁ ✵✳✵✶ ✐❢ ❳✳♠❡t❤♦❞ ❂ ✬✈❛r✬ ✭s❡❡ ❖❯❚✳✈❛r❧✐♠ ♥❡①t✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❛s ✾✺✪✳ ❇❡✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇♦r❦s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❢❡✇ s❛♠♣❧❡s ✐t ✐s ❥✉st ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ ✻✽✪ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❙ ✐s ✇✐t❤✐♥ ✰✴✲ ❖❯❚✳st❞♠❡❛♥
♦❢ ❖❯❚✳♠❡❛♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✻✽✪✳

• ❳✳♥♠✐♥ ❂ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❳✳st♦♣✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❳✳st♦♣ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❡st❡❞✳

• ❳✳♠❡t❤♦❞ ❂ ✬♠❡❛♥✬ ♠❡❛♥s t❤❛t ❳✳st♦♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ✬✈❛r✬ ♠❡❛♥s t❤❛t
❳✳st♦♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❉❡❢❛✉❧t ✐s ✬♠❡❛♥✬✳

❖♥ ♦✉t♣✉t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❈❖◆❉ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼❈ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ❢❛❧s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
st♦♣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳

❖❯❚ ✐s ❛ str✉❝t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳✿

• ❖❯❚✳♠❡❛♥ ❂ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❳❀

• ❖❯❚✳✈❛r ❂ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❳❀

• ❖❯❚✳♥r✉♥s ❂ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❡st❡❞❀

• ❖❯❚✳st❞♠❡❛♥ ❂ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❯❚✳♠❡❛♥✳ ◆♦t❡✿ t❤✐s ✐s ♥♦t sqrt✭❖❯❚✳✈❛r✮✱ ❜✉t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❖❯❚✳♥r✉♥s✱ ❖❯❚✳st❞♠❡❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠❛❦✐♥❣
❖❯❚✳♠❡❛♥ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡❀

• ❖❯❚✳✈❛r❧✐♠ ❂ ❬❖✶ ❖✷❪✳ ❚❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥❝❡ s❛t✐s✜❡s✿ ❖✶ ❁ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❁ ❖✷ ✇✐t❤ ❝♦♥✲
✜❞❡♥❝❡ ❳✳st♦♣✭✷✮✳ ◆♦t❡✿ ❖✶ ❛♥❞ ❖✷ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❤✐ sq✉❛r❡ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❖❯❚✳♥r✉♥s ❃

✺✵ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡s ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ s✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✷✹❪✮✳

❬❈❖◆❉✱❖❯❚❪❂▼❈❴❊❙❚■▼❆❚❊✭❙✱❳✱◆■◆❉✮ r✉♥s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ▼❈✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❳ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✿

• ❳✳❞✐♠ ❂ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❖❯❚✳♠❡❛♥ ✭❡①t❡r♥❛❧ ❝②❝❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✺✻

❈❖◆❉✱❖❯❚✳♠❡❛♥✱❖❯❚✳♥r✉♥s✱❖❯❚✳✈❛r✱❖❯❚✳st❞♠❡❛♥ ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ s✐③❡ ❳✳❞✐♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡✈❛❧✉✲
❛t❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♦r ✐♥❞❡①✮ ◆■◆❉✳ ❙ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦r ❛ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛s❡✱ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦❧✉♠♥
◆■◆❉ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❯❚ ❛t ✐♥❞❡① ◆■◆❉✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝❛s❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✈❡❝t♦r ✭r♦✇
♦r ❝♦❧✉♠♥✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐♥❞❡① ◆■◆❉ ♦❢ ❖❯❚✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♦♥s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ▼❈ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧♦♦♣ ❛♥❞
❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ ❖❯❚✳♠❡❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❣✐✈❡♥ ❜② ❳✳st♦♣ ❛♥❞ ❳✳♥♠✐♥✳ ❈❖◆❉ ✐s
❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧✳

▼❈❴❊❙❚■▼❆❚❊ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡r❴❡st✐♠❛t❡✳

✷✳✸✷✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

❜❡r❴❡st✐♠❛t❡✱ ❡✈❛❧❴❡②❡✱ ❜❡r❴❦❧ ✱ ♣❛t❴❞❡❝♦❞❡r

✷✳✸✷✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❆♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ❖t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥ ❬✷✹✱ ✷✷❪✳

✷✳✸✸ ❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r

P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❈▼❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳✸✸✳✶ ❙②♥t❛①

❬❨ ❍✶ ❍✷❪ ❂ ❈▼❆❆❉❆P❚■❱❊❋■▲❚❊❘✭❳❳✱ ❍✶✱ ❍✷✱ ❚❆P❙✱ ▼❯✱ ❘✱ ❙P❙✮

✷✳✸✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❨ ❍✶ ❍✷❪ ❂ ❈▼❆❆❉❆P❚■❱❊❋■▲❚❊❘✭❳❳✱ ❍✶✱ ❍✷✱ ❚❆P❙✱ ▼❯✱ ❘✱ ❙P❙✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜❧t❡rs
✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t✐ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❍✶ ❛♥❞ ❍✷ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
♠♦❞✉❧✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈▼❆✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✷✻❪✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛♣s ❚❆P❙✱ t❤❡ r❛❞✐✉s ❘✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ▼❯
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ❙P❙✳ ◆♦r♠❛❧❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ✜❧t❡rs✱ ❧❡t✬s ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❍✶✶✱ ❍✶✷✱ ❍✷✶✱
❍✷✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Y1 = X1 ⊗ H11 + X2 ⊗ H12

Y2 = X1 ⊗ H21 + X2 ⊗ H22

✇❤❡r❡ ⊗ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ X1 ❛♥❞ X2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ Y1 ❛♥❞ Y2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s✳
❯s✉❛❧❧② t❤❡ ✜❧t❡rs Hxy ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭t❛♣s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✜❧t❡r ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ ❍✭t❛♣✱②✱①✮ ✇❤❡r❡ ❍ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐③❡✿
✺①✷①✷ ✐❢ t❤❡ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ✺ t❛♣s ❡❛❝❤✳
❙✐♥❝❡ ▼❛t❧❛❜ ✐s ✈❡r② s❧♦✇ ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛tr✐① ■ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ s♣❧✐t ❍ ✐♥ t✇♦ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛tr✐❝❡s✿ ❍✶ ❛♥❞ ❍✷ ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ②♦✉ ❝♦✉❧❞ ✈✐rt✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ ❜② ❞♦✐♥❣✿

❍✶ ❂ sq✉❡❡③❡✭❍✭✿✱✶✱✿✮✮

❍✷ ❂ sq✉❡❡③❡✭❍✭✿✱✷✱✿✮✮

❙♦ t❤❛t ❍✶✶ ❂ ❍✶✭✿✱✶✮✱ ❍✶✷ ❂ ❍✶✭✿✱✷✮✱ ❍✷✶ ❂ ❍✷✭✿✱✶✮✱ ❍✷✷ ❂ ❍✷✭✿✱✷✮

■t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡① ✜❧❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚r② t♦ ❝♦♠♣✐❧❡
❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡❢✐❧t❡r✳❝ ❜② ♠❡① ❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡❢✐❧t❡r✳❝✳
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✷✳✸✸✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❞s♣✹❝♦❤❞❡❝✱ ❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r

✷✳✸✸✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❬✷✻❪✳

✷✳✸✹ ❞s♣✹❝♦❤❞❡❝

❉✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r

✷✳✸✹✳✶ ❙②♥t❛①

❬P❍❆❙❊❙ ❆▼P▲■❚❯❉❊❙❪❂❉❙P✹❈❖❍❉❊❈✭■❈❍✱P❆❚✱❳✱P✮

✷✳✸✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬P❍❆❙❊❙ ❆▼P▲■❚❯❉❊❙❪❂❉❙P✹❈❖❍❉❊❈✭■❈❍✱P❆❚✱❳✱P✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❤❛s❡ ✭P❍❆❙❊❙✮ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❆▼P▲■❚❯❉❊❙✮
♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭◗P❙❑✮ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r ❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❉❙P✮✳ ■❈❍ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♥✉♠❜❡r✱ P❆❚ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿

✶✳ ❆♥❛❧♦❣ t♦ ❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✮

✷✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❋■❘

✸✳ ❘❡❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❙✐❣♥❛❧✭s✮

✹✳ ❉✐❣✐t❛❧ ❈❧♦❝❦ ❘❡❝♦✈❡r②

✺✳ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❉❡♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

✻✳ ❋r❡q✉❡♥❝② ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡❧❧ ▲❛❜s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✼❪

✼✳ P❤❛s❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐t❡r❜✐✫❱✐t❡r❜✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✷✽❪

✽✳ ❍❛r❞ ❞❡❝✐s✐♦♥

❳ ❛ str✉❝t ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• ❳✳♦❢t②♣❡ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳♦❜✇ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸ ❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡

• ❳✳♦♦r❞ ❂ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳♦❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

• ❳✳❡❢t②♣❡ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r t②♣❡ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

• ❳✳❡❜✇ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡

• ❳✳❡♦r❞ ❂ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❧t❡r ♦r❞❡r ✭✐❢ ❳✳❡❢t②♣❡ ✐s ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥✬✮

❳ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❳✳❧♦❞❡t✉♥✐♥❣ ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ❉❡t✉♥✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❬❍③❪✳

• ❳✳❧♦♣❤❛s❡♥♦✐s❡ ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r P❤❛s❡ ◆♦✐s❡ ❱❡❝t♦r ❬r❛❞❪✳

• ❳✳❧♦❧✐♥❡✇✐❞t❤ ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ▲✐♥❡✇✐❞t❤ ✭❍③✴s②♠❜♦❧r❛t❡✮

• ❳✳❧♦♣♦✇❡r ❂ ▲♦❝❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r P♦✇❡r ❬❞❇♠❪
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• ❳✳ts ❂ ❋✐①❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭✲✵✳✺ ❁❂ ❳✳ts ❁❂ ✵✳✺✮

• ❳✳♣❧♦t ❂ ✬♣❧♦t❡②❡✬✿ ♣❧♦ts t❤❡ ❡②❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✜❣✉r❡❀ ✬♣❧♦t❝✉r✬ ♣❧♦ts t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❝✉rr❡♥t

• ❳✳♣♦❧ ❂ ✬①✬✱✬②✬✱✬①②✬✳ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✳♣❧♦t

• ❳✳❝♦❧♦r ❂ ❝♦❧♦r str✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❧♦t ✭s❡❡ P▲❖❚✮✳ ❊✳❣✳ ✬❜✲✬

• ❳✳❞♣♦st ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• ❳✳s❧♦♣❡③ ❂ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❝✉♠✉❧❛t❡❞ s❧♦♣❡ ❬♣s✴♥♠❫✷❪

• ❳✳❧❛♠❜❞❛ ❂ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬♥♠❪ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦st ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡q✉❛❧
t♦ ❳✳❞♣♦st

• ❳✳❞❡❧❛② ❂ ✬t❤❡♦r②✬ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨ ✭s❡❡
❝r❡❛t❴✜❡❧❞✮✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭P❆▼✮ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦ ③❡r♦ ❜✐ts
✇✐t❤ s②♠❜♦❧s ❡q✉❛❧ t♦ P❆❚✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✭P▼❉✮

P ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ✇❤♦s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡✿

• P✳❜❛✉❞r❛t❡ ✿ ❇❛✉❞✲❘❛t❡ ♦r s②♠❜♦❧ r❛t❡ ❬●❇❛✉❞❪

• P✳✇♦r❦❛t❜❛✉❞r❛t❡✿ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✭tr✉❡✮ ♦r t✇♦ ✭❢❛❧s❡✮ s❛♠♣❧❡s✴s②♠❜

• P✳s♣s ✿ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ✐♥ t❤❡ ■❘❳ ♠❛tr✐①

• P✳❛♣♣❧②❛❞❝ ✿ ❡♥❛❜❧❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✭tr✉❡✴❢❛❧s❡✮

• P✳❛❞❝❜✐ts ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❆❉❈

• P✳❛♣♣❧②❞❝❢ ✿ ❡♥❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✭tr✉❡✴❢❛❧s❡✮

• P✳❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✿ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬♣s✴♥♠❪

• P✳❧❛♠❜❞❛ ✿ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❬♥♠❪

• P✳♥❞✐s♣s②♠ ✿ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❧t❡r ❧❡♥❣t❤ ❬s②♠❜♦❧s❪

• P✳❛♣♣❧②♥❧r ✿ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r♦t❛t✐♦♥ ✭tr✉❡✴❢❛❧s❡✮

• P✳♥❧r❛❧♣❤❛ ✿ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r r♦t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

• P✳❛♣♣❧②♣♦❧ ✿ ❡♥❛❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♠✉①✴tr❛❝❦✐♥❣ ✭tr✉❡✴❢❛❧s❡✮

• P✳♣♦❧♠❡t❤♦❞ ✿ ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞✿

✕ ✬s✐♥❣❧❡♣♦❧✬✿ ❑✐❦✉❝❤✐ ❬✷✾❪

✕ ✬❝♠❛✬✿ ❈♦♥st❛♥t ▼♦❞✉❧✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈▼❆✮ ❬✷✻❪

✕ ✬❡❛s✐✬✿ ❊❆❙■ ❬✸✵❪

✕ ✬❝♦♠❜♦✬✿ ❈❖▼❇❖✿ ❊❆❙■✰❈▼❆

• P✳❝♠❛♣❛r❛♠s✳❘ ✿ r❛❞✐✉s ♦❢ ❈▼❆

• P✳❝♠❛♣❛r❛♠s✳♠✉ ✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❈▼❆

• P✳❝♠❛♣❛r❛♠s✳t❛♣s✿ ❈▼❆ ✜❧t❡r t❛♣s

• P✳❝♠❛♣❛r❛♠s✳t①♣♦❧❛rs✿ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
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• P✳❝♠❛♣❛r❛♠s✳♣❤✐③❡r♦✿ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t① ❛♥❞ r① ✜❡❧❞

• P✳❡❛s✐♣❛r❛♠s✳♠✉✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❊❆❙■

• P✳❡❛s✐♣❛r❛♠s✳t①♣♦❧❛rs✿ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s

• P✳❡❛s✐♣❛r❛♠s✳♣❤✐③❡r♦✿ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t① ❛♥❞ r① ✜❡❧❞

• P✳♠♦❞♦r❞❡r ✿ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✿ ❇P❙❑❂✶✱ ◗P❙❑❂✷

• P✳❢r❡q❛✈❣ ✿ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✷✼❪

• P✳♣❤❛s❛✈❣ ✿ ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❬✷✽❪

• P✳♣♦✇♦r❞❡r ✿ ♠♦❞✉❧✉s ♣♦✇❡r ✐♥ ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

●✐✈❡♥ P❍❆❙❊❙ ❛♥s ❆▼P▲■❚❯❉❊❙ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ ✪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ P❖▲❆❘✿

P❖▲❆❘✭P❍❆❙❊❙✱❆▼P▲■❚❯❉❊❙✮

✷✳✸✹✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r✱ ❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r✱ r❡❝❡✐✈❡r❴❝♦❤♠✐①

✷✳✸✹✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ❛♥❞ ❬✷✽❪✳ ❚✇♦
♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✻✱ ✸✵❪✳

✷✳✸✺ ❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r

❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❊❆❙■ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳✸✺✳✶ ❙②♥t❛①

❬❨ ❍✶ ❍✷❪ ❂ ❊❆❙■❆❉❆P❚■❱❊❋■▲❚❊❘✭❳❳✱ ❍✶✱ ❍✷✱ ❚❆P❙✱ ▼❯✱ ❙P❙ ✮

✷✳✸✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❨ ❍✶ ❍✷❪ ❂ ❊❆❙■❆❉❆P❚■❱❊❋■▲❚❊❘✭❳❳✱ ❍✶✱ ❍✷✱ ❚❆P❙✱ ▼❯✱ ❙P❙ ✮ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ st❛t✐ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❍✶ ❛♥❞ ❍✷✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐✈❛r✐❛♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ s♦✉r❝❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈✐❛ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❊❆❙■✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣❛r❛♠❡t❡r ▼❯ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ❙P❙✳ ❚❆P❙ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✇❛②s s❡t t♦ ✶✳ ◆♦r♠❛❧❧② t❤❡r❡
❛r❡ ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧❡t✬s ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❍✶✶✱ ❍✶✷✱ ❍✷✶✱ ❍✷✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢
t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Y1 = X1 ⊗ H11 + X2 ⊗ H12

Y2 = X1 ⊗ H21 + X2 ⊗ H22

✇❤❡r❡ ⊗ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ X1 ❛♥❞ X2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉ts s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ Y1 ❛♥❞ Y2 ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧s✳

■t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡① ✜❧❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚r② t♦ ❝♦♠♣✐❧❡
❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡❢✐❧t❡r✳❝ ❜② ♠❡① ❡❛s✐❛❞❛♣t✐✈❡❢✐❧t❡r✳❝✳
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✷✳✸✺✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

❞s♣✹❝♦❤❞❡❝✱ ❝♠❛❛❞❛♣t✐✈❡✜❧t❡r

✷✳✸✺✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ❬✸✵❪✳

✷✳✸✻ ♥♠♦❞

◆✲♠♦❞✉❧✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

✷✳✸✻✳✶ ❙②♥t❛①

❨❂◆▼❖❉✭❆✱◆✮

✷✳✸✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❨❂◆▼❖❉✭❆✱◆✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❆ ✐♥t♦ ✶✲❃◆✱ ♠♦❞ ◆✳

✷✳✸✻✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

◆❂✽❀

❆ ❂❬ ✲✷ ✲✶ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵❪❀

❨❂♥♠♦❞✭❆✱◆✮❀

②✐❡❧❞s✿ ❨❂❬✻ ✼ ✽ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✶ ✷❪

✷✳✸✼ ❢❛sts❤✐❢t

❋❛st ❜✉t s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r s❤✐❢t✳

✷✳✸✼✳✶ ❙②♥t❛①

❨❂❋❆❙❚❙❍■❋❚✭❳✱◆✮

✷✳✸✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❨❂❋❆❙❚❙❍■❋❚✭❳✱◆✮ s❤✐❢ts t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦r ♠❛tr✐① ❳ ❝✐r❝✉❧❛r❧②✳ ■❢ ❳ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r t❤❡♥ ❨❂❋❆❙❚❙❍■❋❚✭❳✱◆✮ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❨❂❈■❘❈❙❍■❋❚✭❳✱◆✮✳

✷✳✸✼✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s

❳❂❬✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵❪❀

❨❂❢❛sts❤✐❢t✭❳✱✷✮❀

②✐❡❧❞s✿ ❨❂❬✾ ✶✵ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽❪

■❢ ❳ ✐s ❛ ♠❛tr✐① t❤❡♥ ❋❆❙❚❙❍■❋❚ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✜rst ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ❨❂❋❆❙❚❙❍■❋❚✭❳✱◆✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❨❂❈■❘❈❙❍■❋❚✭❳✱❬◆ ✵❪✮✳
❳ ❂ ❬✶ ✷ ✸❀ ✹ ✺ ✻❀✼ ✽ ✾ ❪

❨❂❢❛sts❤✐❢t✭❳✱✷✮❀

②✐❡❧❞s✿ ❨ ❂ ❬✹ ✺ ✻ ❀✼ ✽ ✾❀✶ ✷ ✸ ❪

✷✳✸✼✳✹ ❙❡❡ ❛❧s♦

♥♠♦❞



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✻✶

✷✳✸✽ ♣♦✇✷♣❤✐

❈♦♥✈❡rt ♣♦✇❡r ✐♥t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡✳

✷✳✸✽✳✶ ❙②♥t❛①

P❍■❂P❖❲✷P❍■✭P❲❘✱▲✱❆▲P❍❆✱●❆▼✱●✱◆❙P❆◆✮

✷✳✸✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❍■❂P❖❲✷P❍■✭P❲❘✱▲✱❆▲P❍❆✱●❆▼✱●✱◆❙P❆◆✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ P❍■ ❬r❛❞❪ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❜② ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♣♦✇❡r P❲❘ ❬♠❲❪✳ P❍■ ✐s t❤❡ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❧✐♥❦ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♣♦✇❡r P❲❘✳
▲ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❬♠❪✳
❆▲P❍❆ ❛r❡ t❤❡ ✜❜❡rs ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴❦♠❪✱ ●❆▼ ❛r❡ t❤❡ ✜❜❡rs ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❣❛♠♠❛
❬✶✴❲✴♠❪✳ ● ✐s t❤❡ ♥❡t ❣❛✐♥ ❬❞❇❪ ❢r♦♠ ✜❜❡r t♦ ✜❜❡r ✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳

■❢ ▲✱❆▲P❍❆✱●❆▼✱● ❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ◆❙P❆◆ s♣❛♥s✳

✷✳✸✽✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

❚✇♦✲✜❜❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐♥❦ ♦❢ ◆ s♣❛♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙P❆◆ ♣❡r✐♦❞s ✐s✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❦✳

❈❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤✿
▲ ❂ ❬▲✶✱▲✷❪❀

❆▲P❍❆ ❂ ❬❛✶✱❛✷❪❀

●❆▼ ❂ ❬❣❛♠✶✱❣❛♠✷❪❀

●❂❬●✵✱●✶❪❀

◆♦t❡ ✶✿ ■❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦✱ ●✵❂✵ ❞❇✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❧✐♥❦ ♦❢ ◆ ❡q✉❛❧ s♣❛♥s ✲❃ ▲ ❂ ▲✶✱ ❆▲P❍❆❂❛✶✱ ●❂✵ ❛♥❞ ◆❙P❆◆ ❂

◆✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ P❍■ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡r P❲❘ ❬♠❲❪ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r
❛♠♣❧✐✵✳
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✷✳✸✽✳✹ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣❤✐✷♣♦✇

✷✳✸✾ ♣❤✐✷♣♦✇

❈♦♥✈❡rt ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ✐♥t♦ ♣♦✇❡r✳

✷✳✸✾✳✶ ❙②♥t❛①

P❲❘❂P❍■✷P❖❲✭P❍■✱▲✱❆▲P❍❆✱●❆▼✱●✱◆❙P❆◆✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣♦✇❡r P❲❘ ❬♠❲❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝✉✲
♠✉❧❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❡q✉❛❧ t♦ P❍■ ❬r❛❞❪✳ P❍■ ✐s t❤❡ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭❙P▼✮ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❦ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♣♦✇❡r P❲❘✳
▲ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜❜❡rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤s ✐♥ ❬♠❪✳
❆▲P❍❆ ❛r❡ t❤❡ ✜❜❡rs ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴❦♠❪✱ ●❆▼ ❛r❡ t❤❡ ✜❜❡rs ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❣❛♠♠❛
❬✶✴❲✴♠❪✳ ● ✐s t❤❡ ♥❡t ❣❛✐♥ ❬❞❇❪ ❢r♦♠ ✜❜❡r t♦ ✜❜❡r ✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✳

■❢ ▲✱❆▲P❍❆✱●❆▼✱● ❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✱ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ◆❙P❆◆ s♣❛♥s✳

✷✳✸✾✳✷ ❊①❛♠♣❧❡

❚✇♦✲✜❜❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐♥❦ ♦❢ ◆ s♣❛♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙P❆◆ ♣❡r✐♦❞s ✐s✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❙✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐♥❦✳

❈❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤✿
▲ ❂ ❬▲✶✱▲✷❪❀

❆▲P❍❆ ❂ ❬❛✶✱❛✷❪❀

●❆▼ ❂ ❬❣❛♠✶✱❣❛♠✷❪❀

●❂❬●✵✱●✶❪❀

◆♦t❡ ✶✿ ■❢ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦✱ ●✵❂✵ ❞❇✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚r❛♥s♣❛r❡♥t ❧✐♥❦ ♦❢ ◆ ❡q✉❛❧ s♣❛♥s ✲❃ ▲ ❂ ▲✶✱ ❆▲P❍❆❂❛✶✱ ●❂✵ ❛♥❞ ◆❙P❆◆ ❂

◆✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s P❲❘ ❬♠❲❪ t❤❛t ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♠♣❧✐✵ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ P❍■✳
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✷✳✸✾✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣♦✇✷♣❤✐

✷✳✹✵ ❛✈❣❴♣♦✇❡r

❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♣❡r s②♠❜♦❧✳

✷✳✹✵✳✶ ❙②♥t❛①

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✮

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✱❋▲❆●✮

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✱❋▲❆●✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✹✵✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✮ r❡t✉r♥s ✐♥ ❊ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❬♠❲❪ ♣❡r s②♠❜♦❧ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍✳

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✱❋▲❆●✮ ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❋▲❆● t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✬❛❜s✬ ♦r ✬♥♦r♠✬✳ ❋▲❆●❂✬♥♦r♠✬ ❛❧✲
❧♦✇s t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇✐t❤ ❋▲❆●❂✬❛❜s✬ ✭❞❡❢❛✉❧t✮
t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥ ❬♠❲❪✳

❊❂❆❱●❴P❖❲❊❘✭■❈❍✱❋▲❆●✱❋■▲✱❖❇❲✱❖❘❉✮t❡♠♣♦r❛r② ❡①tr❛❝ts t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ❋■▲ ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❖❇❲ ❛♥❞ ♦r❞❡r ❖❘❉ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ✭❡✳❣✳ ■❈❍ ♠❛②
❜❡ t❤❡ ♦♥❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❢✶ ♦r ❢✷ ♦r ❢✸ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✜❣✉r❡✮ ♦✈❡r t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❉✶✱ ❉✷ ♦r ❉✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ D1,D2, D3 ❛r❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✶✱✷✱✸✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳
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✷✳✹✵✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

❆♥ ✐❞❡❛❧ ❖♥✲♦✛ ❦❡②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦ ③❡r♦ ♣✉❧s❡s ❤❛s ❊❂✵✳✺ ✇✐t❤ ❋▲❆●❂✬♥♦r♠✬✳

✷✳✹✶ ❝♦rr❞❡❧❛②

❙②st❡♠ ❞❡❧❛② ❜② ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✷✳✹✶✳✶ ❙②♥t❛①

❉❊▲❆❨❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✮
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❬❉❊▲❆❨✱❲❘◆✱❘❍❖❪❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✱❖P❚✮

❬❉❊▲❆❨✱❲❘◆✱❘❍❖✱■❘■❈❆❪❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✱❖P❚✮

✷✳✹✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❉❊▲❆❨❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ s②st❡♠ ❞❡❧❛② ❉❊▲❆❨ ✭✐♥ s②♠❜♦❧s✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❞r✐✈❡s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❧❛s❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ■❘■❈✳ ❋♦r ❜✐♥❛r② ❛❧♣❤❛❜❡ts ■❘■❈ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r
♦❢ r❡❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠❛ts ■❘■❈ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②
❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ P❆❚ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ◆❚ ♣♦✐♥ts ① s②♠❜♦❧ ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮✳
◆❙❨▼❇ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s✳
❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥❥✭①✮ ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✮ ❛♥❞ ■❘■❈✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❧❛② ❛s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r✐♥ts ❛ ✇❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▲♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❛② ♠❛②
❜❡ ✇r♦♥❣✳

❉❊▲❆❨❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✱❖P❚✮ ❤❛s t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✢❛❣ ❖P❚✳
■❢ ❖P❚❂✬♣❤❛s❡✬ ❈❖❘❘❉❊▲❆❨ tr❡❛ts ■❘■❈ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① q✉❛t❡r♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✭❡✳❣✳ ◗P❙❑ s✐❣♥❛❧✮✳

❬❉❊▲❆❨✱❲❘◆✱❘❍❖❪❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✱❖P❚✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❘❍❖ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳

❲❘◆ ✐s ❛ ✢❛❣ ❡q✉❛❧ t♦ tr✉❡ ✐❢ t❤❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▲♦✇ ❛❝❝✉r❛❝② ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐✜❡❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♥♦✐s❡ ♦r ✇✐t❤ ❜✐❣ ❞✐st♦rt✐♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐t ✐s
❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡❧❛② s❛✈❡❞ ✐♥t♦ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ●❙❚❆❚❊✳❉❊▲❆❨✳

❬❉❊▲❆❨✱❲❘◆✱❘❍❖✱■❘■❈❆❪❂❈❖❘❘❉❊▲❆❨✭■❘■❈✱P❆❚✱◆❚✱◆❙❨▼❇✱❖P❚✮ r❡t✉r♥s ♦♥ ■❘■❈❆ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
■❘■❈ ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛♠❜✐❣✉✐t② ✭✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠❛ts✮✳

✷✳✹✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡

✐❢ P❆❚❂✬✶✶✵✶✬ ❛♥❞ ◆t❂✹ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ t♦ ③❡r♦ ❡q✉❛❧ t♦✿
①❂❬✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✶ ✶ ✶❪❀

❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ① ❛♥❞ ■❘■❈✳ ❋♦r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠❛ts ① ✐s ❝♦♠♣❧❡①
❧✐❦❡ ■❘■❈✱ ❡✳❣✳ ①❂❬❡①♣✭✐✯♣✐✴✹✮ ❡①♣✭✐✯✸✴✹✯♣✐✮ ✳✳✳❪ ❢♦r ◗P❙❑✳

✷✳✹✷ ❡✈❛❧❞❡❧❛②

❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❣r♦✉♣✲❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✳
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✷✳✹✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❨❂❊❱❆▲❉❊▲❆❨✭❋❚❨P❊✱❇❲✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❋❚❨P❊ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r ❢♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✜❧t❡rs✮
❤❛✈✐♥❣ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲✳
❚❤❛♥❦s t♦ ❊✳ ❋♦r❡st✐❡r✐ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✷✳✹✷✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

♠②✜❧t❡r

✷✳✹✸ ♠②✜❧t❡r

❋✐❧t❡r ❞❡✈✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

✷✳✹✸✳✶ ❙②♥t❛①

❍❋❂▼❨❋■▲❚❊❘✭❋❚❨P❊✱❋✱❇❲✮

❍❋❂▼❨❋■▲❚❊❘✭❋❚❨P❊✱❋✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✹✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❍❋❂▼❨❋■▲❚❊❘✭❋❚❨P❊✱❋✱❇❲✱❖❘❉✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ✜❧t❡r ❋❚❨P❊ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❋ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❍❋✳
❇❲ ✐s t❤❡ t❤❡ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ✭✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ◆♦t❡ ✷✮✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✱
✐✳❡✳✱ ⑤❍❋⑤❫✷❂✵✳✺ ❛t ❋❂✰✲❇❲✳

❋❚❨P❊ ❝❛♥ ❜❡ ❛ str✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ✬♠♦✈❛✈❣✬ ✿ ❙❤♦rt t❡r♠ ✐♥t❡❣r❛t♦r ✭♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✮ ❬s❡❡ ◆♦t❡ ✷❪

• ✬❣❛✉ss✬ ✿ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❬s❡❡ ◆♦t❡ ✸❪

• ✬❜✉tt✷✬ ✿ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✷♥❞ ♦r❞❡r

• ✬❜✉tt✹✬ ✿ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✹t❤ ♦r❞❡r

• ✬❜✉tt✻✬ ✿ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✻t❤ ♦r❞❡r

• ✬✐❞❡❛❧✬ ✿ ■❞❡❛❧ ✜❧t❡r

• ✬❜❡ss❡❧✺✬ ✿ ❇❡ss❡❧ ✺t❤ ♦r❞❡r

• ✬r❝✶✬ ✿ ❘❈✶ ✜❧t❡r

• ✬r❝✷✬ ✿ ❘❈✷ ✜❧t❡r

• ✬s✉♣❡r❣❛✉ss✬✿ ❙✉♣❡r✲●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ♦❢ ♦r❞❡r ❖❘❉

• ✬❣❛✉ss❴♦❢❢✬ ✿ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ♦✛s❡t ❖❘❉ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
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◆♦t❡ ✶✿ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ✐s ❛ ❧♦✇♣❛ss ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✲❃ ❋♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❜❛♥❞♣❛ss
✜❧t❡rs ❤❛✈✐♥❣ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇♦✱ ✐t ✐s ❇❲❂❇♦✴✷✳

◆♦t❡ ✷✿ ❋♦r t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❇❲ ✐s ♥♦t t❤❡ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ③❡r♦
♦❢ t❤❡ s✐♥❝✱ ✐✳❡✳ ✶✴❇❲ ✐s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✐s ✵✳✹✹✸✯❇❲✳

◆♦t❡ ✸✿ ❋♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✶✴❡ ✭❇❡✮ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✸❞❇
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❜② ❇❡❂ ✶✳✻✾✽✻✯❇❲

◆♦t❡ ✹✿ ■❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ✸❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♠✉st ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❛s ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳

◆♦t❡ ✺✿ ❋♦r ❢✉t✉r❡ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✱ ✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❖❘❉
❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❛♥❦s t♦ ❊✳ ❋♦r❡st✐❡r✐ ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✷✳✹✹ ❧♣✜❧t❡r

❋✐❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇♣❛ss ✜❧t❡r✳

✷✳✹✹✳✶ ❙②♥t❛①

❊❖❯❚❂▲P❋■▲❚❊❘✭❊■◆✱❋❚❨P❊✱❇❲✮

❊❖❯❚❂▲P❋■▲❚❊❘✭❊■◆✱❋❚❨P❊✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✹✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊❖❯❚❂▲P❋■▲❚❊❘✭❊■◆✱❋❚❨P❊✱❇❲✮ ✜❧t❡rs t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ ❊■◆ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r ❋❚❨P❊ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮ ❤❛✈✐♥❣ ✸✲❞❇
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧r❛t❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❊❖❯❚

❊❖❯❚❂▲P❋■▲❚❊❘✭❊■◆✱❋❚❨P❊✱❇❲✱❖❘❉✮ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❖❘❉ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡r✳ ❊✳❣✳ ❖❘❉ ✐s t❤❡
s✉♣❡r❣❛✉ss ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮

✷✳✹✹✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

♠②✜❧t❡r

✷✳✹✺ ♣♦❧❴s❝r❛♠❜❧❡r

❘♦t❛t❡s t❤❡ ❙❖P ♦❢ s✐❣♥❛❧ s❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳

✷✳✹✺✳✶ ❙②♥t❛①

P❖▲❴❙❈❘❆▼❇▲❊❘✭❚❨P❊✱ ❈❖❍❴❚■▼❊❘✱ ❚❍❊❚❆✱ ❊P❙■▲❖◆✱ ❉❊▲P❍■✮

✷✳✹✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❖▲❴❙❈❘❆▼❇▲❊❘✭❚❨P❊✱ ❈❖❍❴❚■▼❊❘✱ ❚❍❊❚❆✱ ❊P❙■▲❖◆✱ ❉❊▲P❍■✮ r♦t❛t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❙t❛t❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭❙❖P✮ ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✻✼

• ■❢ ❚❨P❊ ❂ ✬r❛♥❞✬ t❤❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❙❖P ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② s❝❛tt❡r❡❞ ♦♥ t❤❡
P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✱ ❛s ✐s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ✧❧♦♥❣✧ ❙▼❋ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ r❛♥❞♦♠❧②
❡✈❡r② ❈❖❍❴❚■▼❊❘ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞s✳ ❋♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡ r♦t❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡qs✳✭✶✸✲✶✺✮ ❛♥❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✸✶❪✳ ❈❖❍❴❚■▼❊❘ ✐s t❤❡ ✧❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✧ ♦❢ t❤❡ s❝r❛♠❜❧❡r✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡
s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✧❘✧✮✳ ❯s❡ ❈❖❍❴❚■▼❊❘❂ ✶✴◆❚ t♦ s❝r❛♠❜❧❡ ❡❛❝❤
s❛♠♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❉❖P t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ③❡r♦❀ ❈❖❍❴❚■▼❊❘❂ ◆❙❨▼❇ t♦ s❝r❛♠❜❧❡ ❛❧❧
s❛♠♣❧❡s ❡q✉❛❧❧② ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❖P ✭◆❙❨▼❇❂★ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s❀ ◆❚❂★ ♦❢ s❛♠♣❧❡s
♣❡r s②♠❜♦❧✮✳

• ■❢ ❚❨P❊ ❂ ✬❢✐①❡❞✬ t❤❡♥ ❚❍❊❚❆✱ ❊P❙■▲❖◆ ❛♥❞ ❉❊▲P❍■ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✿ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❙❖P ✐s t❤❡♥
r♦t❛t❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ❉❊▲P❍■ ❬r❛❞✳❪ ✭t❤❡ ❏♦♥❡s ♠❛tr✐① ✧r❡t❛r❞❛t✐♦♥✧✮ ❛❜♦✉t ❛ ✜①❡❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s
✭t❤❡ ❏♦♥❡s ♠❛tr✐① ✧❡✐❣❡♥♠♦❞❡✧✮ ✇✐t❤ ❛③✐♠✉t❤ ❚❍❊❚❆ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❊P❙■▲❖◆✳ ❈❖❍❴❚■▼❊❘ ✐s ✐❣♥♦r❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✷✳✹✺✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

s❡t❴s♦♣✱ ❞♦♣❴♠❡t❡r

✷✳✹✻ ❞♦♣❴♠❡t❡r

❈♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❉❡❣r❡❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳

✷✳✹✻✳✶ ❙②♥t❛①

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✮

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✮

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮

❬❉❖P✱P❍■❪❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✹✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✮ r❡t✉r♥s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❉❖P✮ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ■❈❍ ✐s t❤❡ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ♥✉♠❜❡r✳

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✮ ✇✐t❤ ◆❋■●❴❋▲❆●❂✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❖P✮ ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜❣✉r❡✳

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✮ ✇✐t❤ ◆❋■●❴❋▲❆●⑦❂✵ ♦r ♥♦♥❡♠♣t② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❙❖P ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍
✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜❣✉r❡✳ ◆❋■●❴❋▲❆● ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝❤❛r✱ ❡✳❣✳ ◆❋■●❴❋▲❆●❂✬❜✬✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❙❖P ♣❧♦t ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❛t ❝♦❧♦r ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ◆❋■●❴❋▲❆● ❝❛♥ ❜❡ ❛ str✉❝t ✇✐t❤ ✜❡❧❞s✿

• ◆❋■●❴❋▲❆●✳❝♦❧ ❂ ❝♦❧♦r ♦❢ ♣❧♦t ✭❡✳❣✳ ✬❜✬✮

• ◆❋■●❴❋▲❆●✳❛✈❣❝♦❧ ❂ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❉❖P ✭❡✳❣✳ ✬r✬✮

❚❤❡ ❙❖P s❤♦✇s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ❛s ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ♠❛❣❡♥t❛ ♣♦✐♥ts ✭♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡✮
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✧♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✧ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✱ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛❝❦ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡ ✐s
♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❆s ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ✭♥❛t✉r❛❧✱ ❧✐❣❤t✱
❆❙❊ ♥♦✐s❡✳✳✳✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥✉❧❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❣❡♥t❛ ❞♦ts ❛❧❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡
❢♦r t♦t❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❉❖P❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮ ✇♦r❦s ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛r②
❡①tr❛❝ts ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡r ❋■▲ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❖❘❉ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✻✽

❬❉❖P✱P❍■❪❂❉❖P❴▼❊❚❊❘✭■❈❍✱◆❋■●❴❋▲❆●✱❋■▲✱❇❲✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ✐♥ P❍■✳❛③✐ ❛♥❞ P❍■✳❡❧❧ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞
❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙❖P✳

✷✳✹✻✳✸ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣♦❧❴s❝r❛♠❜❧❡r✱ s❡t❴s♦♣

✷✳✹✼ s❡t❴s♦♣

❙❡ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙t❛t❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳

✷✳✹✼✳✶ ❙②♥t❛①

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✮

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✮

❬❊❳✱❊❨✱▼❆❚❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✮

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✱❘❚❨P❊✮

✷✳✹✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✮ s❡ts t❤❡ ❙t❛t❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❖P✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛✈✐♥❣ ①
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❊❳ ❛♥❞ ② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❊❨✳ ❊❳ ❛♥❞ ❊❨ ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ✭s❡❡ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r✮✳ ❆◆●✶✱ ❆◆●✷ ❛r❡ t❤❡
❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❬r❛❞❪ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❙❖P✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✮ s♣❡❝✐✜❡s ❆◆●✶ ❛♥❞ ❆◆●✷ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆◆●❚❨P❊✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♣t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❆◆●❚❨P❊ ❂ ✬❛③✐❡❧❧✬❀ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❛♥❣❧❡s✳ ▲❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡
P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✷✯❆◆●✷ ❛♥❞ ✷✯❆◆●✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t❡✿ ❛③✐♠✉t❤✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ [−π

2 ; π
2 ]✱ ✐s

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ π❀ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ [−π
4 ; π

4 ]✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ π
2 ❀

• ❆◆●❚❨P❊ ❂ ✬❛❛r♣❤❞✬❀ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✧❛❜s♦❧✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦✧ ❛♥❣❧❡ (= arctan
(∣∣∣Ey

Ex

∣∣∣
)
) ❛♥❞ t❤❡

♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts (= arg (Ey · E∗
x))✳ ◆♦t❡✿ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦✱ ♥♦r♠❛❧❧②

✐♥ [0; π
2 ]✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ π

2 ❀ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ [−π;π]✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ 2π✳

❬❊❳✱❊❨✱▼❆❚❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✮ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ✐♥ ▼❆❚ t❤❡ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① t❤❛t r♦t❛t❡s t❤❡ ❙❖P✳ ▼❆❚
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ✐♥✈❡rs❡❴♣♠❞✳
❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱❆◆●✶✱❆◆●✷✱❘❚❨P❊✮ ✇✐t❤ ❘❚❨P❊❂✬♠❡❛♥✬ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡
♦✉t♣✉t ❙❖P ✇✐t❤ ❆◆●✶ ❛♥❞ ❆◆●✷ r♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛✈❡r❛❣❡
❙❖P✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❉❖P✮ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✷✳✹✼✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s

❆♥ ✐❞❡❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ s✐❣♥❛❧ ✭P❉▼✮ s✐❣♥❛❧ ❜❡❢♦r❡ ❙❊❚❴❙❖P ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭s2, s3✮✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❳ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❛s t❤❡ ❨ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❈❛❧❧✐♥❣✿

❬❊❳✱❊❨❪❂❙❊❚❴❙❖P✭❊❳✱❊❨✱♣✐✴✷✱♣✐✴✹✮

❧❡t ✐t ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✭s1, s2✮ ✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥❛❧s P♦✐♥❝❛rè ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

✷✳✹✼✳✹ ❙❡❡ ❆❧s♦

❞♦♣❴♠❡t❡r✱ ♠③❴♠♦❞✉❧❛t♦r



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✻✾

✷✳✹✽ ♣♦❧❛r✐③❡r

▲✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❡r

✷✳✹✽✳✶ ❙②♥t❛①

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✮

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✮

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✱❚✮

✷✳✹✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✮ ♣♦❧❛r✐③❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ●❙❚❆❚❊ ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❤❛✈✐♥❣ ❛③✐♠✉t❤ ❆◆●✶ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❆◆●✷✳

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❆◆●❚❨P❊ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✉s❡❞
t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❖P✮ ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❆◆●❚❨P❊ ❂ ✬❛③✐❡❧❧✬❀ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ❛♥❣❧❡s✳ ▲❛t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡
P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡ ❡q✉❛❧ ✷✯❆◆●✷ ❛♥❞ ✷✯❆◆●✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆❖❚❊✿ ❛③✐♠✉t❤✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❬✲♣✐✴✷❀♣✐✴✷❪✱
✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ♣✐❀ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t②✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❬✲♣✐✴✹❀♣✐✴✹❪✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ♣✐✴✷❀

• ❆◆●❚❨P❊ ❂ ✬❛❛r♣❤❞✬❀ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ✧❛❜s♦❧✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦✧ ❛t❛♥✭❛❜s✭❊❨✴❊❳✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❣✭❊❨✯❝♦♥❥✭❊❳✮✮✳ ■♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐t ✐s ❊❳❂●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ❛♥❞
❊❨❂●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨✳ ◆❖❚❊✿ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❛t✐♦✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❬✵❀♣✐✴✷❪✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦
♣✐✴✷❀ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ♥♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❬✲♣✐❀♣✐❪✱ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ✷✯♣✐✳

P❖▲❆❘■❩❊❘✭❆◆●✶✱❆◆●✷✱❆◆●❚❨P❊✱❚✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐♥ ❚ ❂ ❬❚▼✱ ❚♠❪ t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❬✸✷❪ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r✱
❜❡✐♥❣ ❚▼ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❛♥❞ ❚♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r✬s ❛①❡s✳ ❚▼ ❛♥❞ ❚♠

♠✉st ❜❡ ✇✐t❤✐♥ ✵ ❛♥❞ ✶✳

✷✳✹✽✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦✿

♣♦❧❴s❝r❛♠❜❧❡r✱ s❡t❴s♦♣✱ ❞♦♣❴♠❡t❡r ✱ r❡s❡t❴❛❧❧

✷✳✹✾ ♣❧♦t✜❡❧❞

P❧♦t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞✳

✷✳✹✾✳✶ ❙②♥t❛①

P▲❖❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱❋▲❆●✮

P▲❖❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱❋▲❆●✱❈❖▲✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮

✷✳✹✾✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P▲❖❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱❋▲❆●✮ ♣❧♦ts t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞✴♦r ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳ ✐❢ P❖▲❂✬①✬✱ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❨ ✐❢ P❖▲❂✬②✬✱ ♦r ❜♦t❤ ✐❢ P❖▲❂✬①②✬✳ P❖▲ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✬t♦t✬ ❛♥❞
✐♥❞✐❝❛t❡s t♦ ♣❧♦t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♦♥s
✇♦r❦s ♦♥❧② ✇✐t❤ ❋▲❆●❂✬♣✲✲✲✬✱ ✬♥✲✲✲✬✱ ✬✲✲♣✲✬ ♦r ✬✲✲♥✲✬ s❡❡ ❧❛t❡r✳

❋▲❆● ✐s ❛ ✹✲❝❤❛r str✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❧♦t✿



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✼✵

• ❋▲❆●✭✶✮❂ ✬♣✬✿ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ t✐♠❡✮✳ ❯s❡ ✬♥✬ ✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t❤❡
♣♦✇❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍✳ ❙❡❡ ❚✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ ❖♣t✐❧✉①✳

• ❋▲❆●✭✷✮❂ ✬❛✬✿ ❛♥❣❧❡ ✭♣❤❛s❡✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

• ❋▲❆●✭✸✮❂ ✬♣✬✿ ✶✵✯❧♦❣✶✵✭❛❜s✭✳✮❫✷✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭❋❋❚✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞
t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✮✳ ❯s❡ ✬♥✬ ❢♦r ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍✳
❙❡❡ ❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❖♣t✐❧✉①✳

• ❋▲❆●✭✹✮❂ ✬❛✬✿ ❛♥❣❧❡ ✭♣❤❛s❡✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳

• ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r ♦❢ ❋▲❆● s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t t♦ ✬✲✬ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐ts ♣❧♦t✳

P▲❖❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱❋▲❆●✱❈❖▲✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ❝❛♥ ❜❡ t❡♠♣♦r❛r② ❡①✲
tr❛❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r ❋■▲ ❤❛✈✐♥❣ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ❛♥❞ ♦r❞❡r ❖❘❉ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ■❈❍❂✶ ❛♥❞ ❋■▲

❛♥❞ ❇❲ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥ P❖▲❂✬t♦t✬ ✐s ✉♥❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤
❋■▲ ♣r❡s❡♥t ✳

❈❖▲ ✐s t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ✭s❡❡ P▲❖❚✳ ❊✳❣✳ ❈❖▲❂✬❜✲✬✱✬r✲①✬✱❡t❝✮

✷✳✹✾✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s

P❧♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✿ ❋▲❆● ❂ ✬♣✲✲❛✬

P❧♦t ❜♦t❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ❋▲❆● ❂ ✬♣❛♣❛✬

✷✳✹✾✳✹ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣r✐♥t✜❡❧❞

✷✳✺✵ ♣❧♦t✜❧❡

P❧♦t ✜❧❡ ❢r♦♠ ❞✐s❦✳

✷✳✺✵✳✶ ❙②♥t❛①

P▲❖❚❋■▲❊✭❋■▲❊✮

✷✳✺✵✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P▲❖❚❋■▲❊✭❋■▲❊✮ ♣❧♦t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝♦❧✉♠♥ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧❡ ♥❛♠❡❞ ❋■▲❊ ❢r♦♠ ❞✐s❦✳ ❋■▲❊ ❝❛♥ ❜❡ ❛
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✜❧❡ ✭✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✳❣③✱✳❜③✷✱✳③✐♣✮✳

✷✳✺✵✳✸ ❙❡❡ ❛❧s♦

♣r✐♥t✜❡❧❞

✷✳✺✶ ♣r✐♥t✜❡❧❞

Pr✐♥t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ t♦ ✜❧❡✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✼✶

✷✳✺✶✳✶ ❙②♥t❛①

P❘■◆❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✮

P❘■◆❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✱◆❈❨❈▲❊✱❋■▲✱❇❲✮

✷✳✺✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

P❘■◆❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✮ ♣r✐♥ts t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ■❈❍ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧❡ ◆❆▼❊ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❞✐r❡❝t♦r② ●❙❚❆❚❊✳❉■❘✳ P❖▲ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✬①✬ ❢♦r ①✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✬②✬ ❢♦r ②✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦r ✬①②✬ ❢♦r ♣r✐♥t✐♥❣
❜♦t❤ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳
❋▲❆● ✐s ❛ str✐♥❣ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✜❧❡s t♦ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✬♣❛♣❛✬ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛s❡✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❛♥❣❧❡ ✭♣❤❛s❡✮ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭✜rst t✇♦ ❝❤❛rs ♦❢
❋▲❆●✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✭❛❜s✭✳✮❫✷✮ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭❧❛st t✇♦ ❝❤❛rs ♦❢ ❋▲❆●✮✳ ■❢ ②♦✉ ❞♦♥✬t ✇❛♥t t♦
♣r✐♥t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❡t ✐t t♦ ✬✲✬✳

P❘■◆❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✱◆❈❨❈▲❊✱❋■▲✱❇❲✮ ◆❈❨❈▲❊ ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✜❧❡ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝②❝❧❡ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■❢ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞✱ ②♦✉ ❝❛♥ t❡♠♣♦r❛r② ❡①tr❛❝t t❤❡ ■❈❍ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❧t❡r ❋■▲
❤❛✈✐♥❣ ✸✲❞❇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❇❲ ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝②❝❧❡✱ ❧❡❛✈❡ ◆❈❨❈▲❊❂❬❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s r❡q✉❡st❡❞ ✐♥ ❋▲❆●✱ ■❈❍ ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❛✈❡❞
✐♥t♦ ♦♥❡ ✜❧❡✳
P❘■◆❚❋■❊▲❉✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✱◆❈❨❈▲❊✱❋■▲✱❇❲✱❖❘❉✮ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❖❘❉ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ✜❧t❡rs✳
❊✳❣✳ ❖❘❉ ✐s t❤❡ s✉♣❡r❣❛✉ss ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r❣❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ♠②✜❧t❡r✮✳

❚❤❡ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r✐♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ✭s❡❡ r❡s❡t❴❛❧❧✮ ✇✐t❤ t❤❡ s✉✣① ✧✳▼❖❉✧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡
s✉✣① ✧✳❆◆●✧✳

✷✳✺✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ✶

Pr✐♥t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦✇❡r ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✿ ❋▲❆● ❂ ✬♣✲✲❛✬

✷✳✺✶✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ✷

P❖▲❂✬①✬❀

■❈❍❂✶❀

◆❈❨❈▲❊❂✽✶❀

❋▲❆●❂✬♣✲✲✲✬❀

◆❆▼❊❂✬❚①✬❀

♣r✐♥t❢✐❡❧❞✭P❖▲✱■❈❍✱◆❆▼❊✱❋▲❆●✱◆❈❨❈▲❊✮ ✪ ❝r❡❛t❡s t❡♠♣①❴❝❤✵✶❴❚①❴❈②❝❧❡❴✵✵✽✶

◆♦t❡✿ P❘■◆❚❋■❊▲❉ ♣r❡s✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ●❙❚❆❚❊✳❉■❘ ✐♥ r❡s❡t❴❛❧❧✳ ■❢
♥♦t✱ ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❞✐r❡❝t♦r② ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛ ✇❛r♥✐♥❣ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞✳

✷✳✺✶✳✺ ❙❡❡ ❆❧s♦

♣❧♦t✜❡❧❞✱ r❡s❡t❴❛❧❧

✷✳✺✷ ❜❡r✷q

❈♦♥✈❡rt t❤❡ ❜✐t✲❡rr♦r r❛t❡ ✐♥ ◗✲❢❛❝t♦r

✷✳✺✷✳✶ ❙②♥t❛①

◗❂❇❊❘✷◗✭❇❊❘✮
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✷✳✺✷✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

◗❂❇❊❘✷◗✭❇❊❘✮ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ❜✐t ❡rr♦r r❛t❡ ❇❊❘ ✐♥ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❬❞❇❪ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿

◗❂✷✵❧♦❣✶✵✭sqrt✭✷✮✯❡r❢❝✐♥✈✭✷✯❇❊❘✮✮❀

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❬❞❇❪✳

✷✳✺✸ ♠❞♦❝

❉✐s♣❧❛② ❖♣t✐❧✉① ❍❚▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r♦✇s❡r

✷✳✺✸✳✶ ❙②♥t❛①

▼❉❖❈ ❋❯◆❈

▼❉❖❈✭✬❋❯◆❈✬✮

✷✳✺✸✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▼❉❖❈ ❋❯◆❈ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❍❚▼▲ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❋❯◆❈✳ ❯♥❞❡r ❖❝t❛✈❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❜r♦✇s❡r ✐s
❦♦♥q✉❡r♦r✱ ✉♥❞❡r ▼❛t❧❛❜ ✐s t❤❡ ❤❡❧♣ ❜r♦✇s❡r✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚✐♣✿ t❤❡ ❚❆❇ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ✉♥❞❡r ▼❛t❧❛❜ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ❢♦r ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ tr✐❝❦ ✐s t♦ ❝❛❧❧ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❉❖❈✱ t❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s②♥t❛① ✐s r❡❛❞② ❢♦r ❛ ❝❛rr✐❛❣❡ r❡t✉r♥✱ ♣r❡ss t❤❡ ❍♦♠❡✲❦❡② ✭♦r ❈❚❘▲✰❆✮ s♦
t❤❛t ❉❖❈ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ▼❉❖❈ ❛❢t❡r ❞✐❣✐t✐♥❣ ▼✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❖♣t✐❧✉① ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t
✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ❞♦❝ ❞✐r❡❝t♦r② r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♠✲✜❧❡s✳

✷✳✺✹ ❢♣r✐♥t♠s❣

❲r✐t❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧❡ s✐♠✉❧❴♦✉t✳
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✷✳✺✹✳✶ ❙②♥t❛①

❋P❘■◆❚▼❙●✭❙❚❘✮

✷✳✺✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋P❘■◆❚❋▼❙● ❲r✐t❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧❡ s✐♠✉❧❴♦✉t✳ ❋P❘■◆❚▼❙●✭❙❚❘✮ ♣r✐♥t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❙❚❘ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❧❡
s✐♠✉❧❴♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ ❋P❘■◆❚❋ ✭❭♥✱❭t✱✳✳✳✮✳

✷✳✺✺ ❝❤❡❝❦✜❡❧❞s

❈❤❡❝❦ ❢♦r ✈❛❧✐❞ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞s

✷✳✺✺✳✶ ❙②♥t❛①

❈❍❊❈❑❋■❊▲❉❙✭❳✱❆▲▲❋■❊▲❉❙✮

✷✳✺✺✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❈❍❊❈❑❋■❊▲❉❙✭❳✱❆▲▲❋■❊▲❉❙✮ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ str✉❝t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❳ ❤❛s ✈❛❧✐❞ ✜❡❧❞s✳ ❆▲▲❋■❊▲❉❙ ✐s ❛ ❝❡❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✐❞ ✜❡❧❞s ♦❢ ❳✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❛ str✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❤❡❝❦ ✐s ❝❛s❡ ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡✳

◆♦t❡✿ ❯s❡ ❈❍❊❈❑❋■❊▲❉❙ ♦♥❧② ❢♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❛ s✉❜❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❈❍❊❈❑❋■❊▲❉❙ s❤♦✉❧❞
❜❡ r✉♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡st❡❞ s✉❜❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉♦ ♥♦t ❛❜✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡✳ ❇❡✇❛r❡✳

✷✳✺✻ ♦✛♠❛t

❘✉♥ ▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✤✐♥❡

✷✳✺✻✳✶ ❙②♥t❛①

♦❢❢♠❛t ❬❖P❚■❖◆❙❪ ❋■▲❊✳♠

✷✳✺✻✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

♦✛♠❛t ✐s ❛ ❜❛s❤ s❝r✐♣t ❢♦r r✉♥♥✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✤✐♥❡ ✉s✐♥❣ ♥♦❤✉♣ ✉♥❞❡r ▲✐♥✉①✲❜❛s❡❞ ♦♣❡r✲
❛t✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✇❛② t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❧♦❣♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✐❧❧ r✉♥♥✐♥❣✳ ❖P❚■❖◆❙ ❝❛♥
❜❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ✲s s❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋■▲❊✳♠❛t

• ✲♣ P❆❚❍ ❛❞❞ P❆❚❍ t♦ t❤❡ ♠❛t❧❛❜✴♦❝t❛✈❡ s❡❛r❝❤ ♣❛t❤

• ✲❝ ▲■❈❊◆❙❊❋■▲❊ ❙❡t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ✜❧❡ t❤❛t ▼❆❚▲❆❇ s❤♦✉❧❞ ✉s❡✳ ❙❡❡ ♠❛t❧❛❜ ✲❤

• ✲♦ ❖❋■▲❊ s❛✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❖❋■▲❊✳♠❛t

• ✲❖ ❢♦r❝❡ t♦ ✉s❡ ❖❝t❛✈❡

• ✲▼ ❢♦r❝❡ t♦ ✉s❡ ▼❛t❧❛❜

• ✲✇ ✇r✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ✴t♠♣✴✩❯❙❊❘❴♦❢❢♠❛t

• ✲♠ ❯❙❊❘❅❛❞❞r ❙❡♥❞ ❛ ♥♦t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐❧ t♦ ❯❙❊❘❅❛❞❞r ❛❢t❡r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

• ✲♥ ❱❆▲◆ ❯s❡ ♥✐❝❡ ✈❛❧✉❡ ❱❆▲◆
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• ✲❤ ❞✐s♣❧❛② ❤❡❧♣ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ ❡①✐t

❲✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ✲♠ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡q✉✐r❡s ♠❛✐❧① ❛♥❞ ❛ ♠❛✐❧ s❡♥❞❡r ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♥✜❣✉r❡❞✳ ❚❤❡
s❝r✐♣t ❜② ❞❡❢❛✉❧t r✉♥ ✜rst ♠❛t❧❛❜✱ t❤❡♥ ♦❝t❛✈❡ ✐❢ ♠❛t❧❛❜ ❢❛✐❧❡❞✳

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s ♥♦❤✉♣ t♦ r✉♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆❧❧ s❝r❡❡♥ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ ❛ ✜❧❡
❝❛❧❧❡❞ ❋■▲❊✳♥♦❤✉♣✳ ■❢ s✉❝❤ ✜❧❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❋■▲❊❴♥✳♥♦❤✉♣✱ ❜❡✐♥❣ ♥ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
✐♥t❡❣❡r ✉♥t✐❧ ❋■▲❊❴♥✳♥♦❤✉♣ ✐s ❛ ♥❡✇ ✜❧❡✳

◆♦t❡✿ ❚❤✐s s❝r✐♣t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ②♦✉r ❜✐♥❛r② ♠❛t❧❛❜ ❝❛❧❧s ✬♠❛t❧❛❜✬ ❛♥❞ ②♦✉r ❜✐♥❛r②
♦❝t❛✈❡ ❝❛❧❧s ✬♦❝t❛✈❡✬✳ ■❢ ♥♦t✱ ♣❧❡❛s❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡s ✐♥ t❤✐s s❝r✐♣t
✉♥❞❡r t❤❡ ✈♦✐❝❡ ✧▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ ❜✐♥❛r② ♥❛♠❡s✧✳

✷✳✺✼ ❢❛st❡①♣

❈❛❧❝✉❧❛t❡s ❡①♣✭ ✐ ✯ ① ✮ q✉✐❝❦❧②

✷✳✺✼✳✶ ❙②♥t❛①

❨❂❋❆❙❚❊❳P✭❳✮

✷✳✺✼✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❨❂❋❆❙❚❊❳P✭❳✮ ■t✬s ❛ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿ ❨ ❂ ❊❳P✭ ✐ ✯ ❳ ✮✳ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ t❤❡ ✜❧❡
❢❛st❡①♣✳❝ ✇✐t❤ ♠❡① t❤❡♥ ▼❛t❧❛❜✴❖❝t❛✈❡ ✇✐❧❧ r✉♥ t❤❡ st✐❧❧ q✉✐❝❦❡r ✭♦r q✉✐❝❦❡st✮ ❢❛st❡①♣✳♠❡①❣❧①✳

✷✳✺✽ s❛❞❞❧❡

❊✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▼●❋ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t

✷✳✺✽✳✶ ❙②♥t❛①

❬❯✵✱◆❙❲❪ ❂ ❙❆❉❉▲❊✭❙●◆✱❳■✱❉❳✱❉❙●✷✱◗❙●✷✱◗❙●✹✱❱❆❘❙✱▲❉✱▲❉❊❳✱▲❉✷✱❇✷✱P❖▲✷✱◆❙❨▼❇✮

✷✳✺✽✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❬❯✵✱◆❙❲❪ ❂ ❙❆❉❉▲❊✭❙●◆✱❳■✱❉❳✱❉❙●✷✱◗❙●✷✱◗❙●✹✱❱❆❘❙✱▲❉✱▲❉❊❳✱▲❉✷✱❇✷✱P❖▲✷✱◆❙❨▼❇✮ r❡t✉r♥s t❤❡ r❡❛❧ s❛❞✲
❞❧❡ ♣♦✐♥t ❯✵ ❢♦r ❛❧❧ ❜✐ts ◆❙❨▼❇ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭▼●❋✮ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧✳

◆❙❲ ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡q✉❛❧ t♦✿

• ◆❙❲❂✵ ✐❢ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②

• ◆❙❲❂✶ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ❢♦✉♥❞ t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t

• ◆❙❲❂✷ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❛ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝②

❙●◆ ✐s ❛ ✢❛❣ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❢♦r ♣♦❧❛r ❜✐t✲❢♦r♠❛ts✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✉♥✐♣♦❧❛r ❢♦r♠❛ts ✐t t❛❦❡s ✶ ❢♦r s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✲✶ ❢♦r
♠❛r❦s✳
❳■ ✐s ✭✷✷✮ ♦❢ ❬✷✵❪✱ ❉❳ ✐s ❳■✲❡t❛✱ ❜❡✐♥❣ ❡t❛ ❡q✳✭✶✾✮ ♦❢ ❬✷✵❪✳
❉❙●✷✱◗❙●✷✱◗❙●✹ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✷✯s✐❣♠❛❫✷✱✹✯s✐❣♠❛❫✷✱✹✯s✐❣♠❛❫✹✱ ❜❡✐♥❣ s✐❣♠❛❫✷ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ s✐❣♥❛❧✳
❱❆❘❙ ✐s ✭✷✵✮ ♦❢ ❬✷✵❪✳ ▲❉ ❛♥❞ ▲❉✷ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❡q✳✭❆✳✷✷✮ ♦❢ ❬✷✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ▲■❙❚ ❖❋ ❋❯◆❈❚■❖◆❙ ✼✺

▲❉❊❳❂❬♠✐♥✭▲❉✮✱♠❛①✭▲❉✮❪✳
❇✷ ✐s ✭❆✳✷✻✮ ♦❢ ❬✷✵❪✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ✐s ♦❢ s✐③❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s✮✳
P❖▲✷ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳
◆❙❨▼❇ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠❜♦❧s✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ s❛❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❤❛♣s♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✷❪ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❬✷✵❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❢♦r s♣❡❡❞ r❡❛s♦♥s✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❡ ✐s t❛❦❡♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❡① ✜❧❡ ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚r② t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ s❛❞❞❧❡✳❝

❜② ♠❡① s❛❞❞❧❡✳❝✳

■❢ t❤❡ ♠❡① ✐s ❝r❡❛t❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱ ♠❛t❧❛❜✴♦❝t❛✈❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐t ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞s s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✺✽✳✸ ❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❊✳ ❋♦r❡st✐❡r✐ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❋✉rt❤❡r ♥♦t❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s❛❞❞❧❡
♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✸❪✳

✷✳✺✾ ❝♦♠♣❴♠❡①

❝♦♠♣✐❧❡ ❛❧❧ ✳❝ ✜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r②

✷✳✺✾✳✶ ❙②♥t❛①

❈❖▼P❴▼❊❳

✷✳✺✾✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❈❖▼P❴▼❊❳ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ r♦✉t✐♥❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ✳♠❡① ✜❧❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✳❝ ✜❧❡s✳ P❧❡❛s❡✱ r❡❛❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡
♠❛t❧❛❜✴♦❝t❛✈❡ s✉♣♣♦rt ❣✉✐❞❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡① ❢✉♥❝t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡♠✳

✸✳✶ ◆▲❙❊

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◆▲❙❊✮ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ A(z, t)
❬
√
❲❪✱ z ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❬♠❪ ❛♥❞ t t❤❡ t✐♠❡ ❬s❪✱ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮ ❬✶❪✿

∂A(z, t)

∂z
= −α

2
A − β1

∂A

∂t
+ j

β2

2

∂2A

∂t2
+

β3

6

∂3A

∂t3
− jγ |A|2 A ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ j ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t❀ α ✐s t❤❡ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥❀ βk = ❞kβ
❞ωk

∣∣∣
ω=ω0

✱ k = 1, 2, . . .✱ ❜❡✐♥❣ β(ω) t❤❡ ✇❛✈❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ω0 = 2πf0 = 2πc/λ0 ✇✐t❤ f0, λ0 t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✴✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ A(z, t)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ c ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t❀ γ ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡❧❛t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✶ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ α ❬♠−1❪ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ③❡r♦
❡①❝❡♣t α✱ t❤❡ ◆▲❙❊ ✭✸✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

∂A

∂z
= −α

2
A

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s A(z, t) = A(0, t)e−
α
2 z✳ ■♥ ❖♣t✐❧✉① α ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧s s♣❡❝tr✉♠ ❡✈❡♥ ✐❢

✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳
❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❞❇✴❦♠❪✳ ■♥ ❛ ❞❇ s❝❛❧❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s✿

10 log10

(
|A(z, t)|2

)
− 10 log10

(
|A(0, t)|2

)
= αz · 10 log10 e

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❬♠−1❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❞❇✴❦♠❪ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

α [♠−1] =
α [❞❇✴❦♠]

log10 e
· 10−4 = 10−4 · ln (10)α [❞❇✴❦♠]

❚♦ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ LA = 1/α ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✈❡r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦ss ❡✛❡❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ α = 0.2 ❞❇✴❦♠ ✐t ✐s LA = 21715 ❬♠❪✳

✼✻
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✸✳✶✳✷ ●r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t②

β1 = ❞β
❞ω

∣∣∣
ω=ω0

= 1/vg (ω0) ❬s✴♠❪ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② vg ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✐s ❛ ❞❡❧❛② ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② β1 t❤❡ ◆▲❙❊ ✇r✐t❡s ❛s✿

∂A

∂z
= −β1

∂A

∂t

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

A(z, t) = A

(
0, t − z

vg

)

❚✇♦ s✐❣♥❛❧s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s λ1 ❛♥❞ λ2 ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s vg1 ❛♥❞ vg2✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ tr❛✈❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ✐s t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛
♣❛r❛♠❡t❡r d12 ❡q✉❛❧ t♦✿

d12 =
1

vg1
− 1

vg2
✭✸✳✷✮

d12 > 0 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❤❛✈✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② vg1 tr❛✈❡❧s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ✇❡✐❣❤ts
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❳P▼ ❛♥❞ ❋❲▼ ❡✛❡❝ts✳
❚♦ t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❧❡♥❣t❤ LW = T0/d12✱ ❜❡✐♥❣ T0 ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡
s②♠❜♦❧ t✐♠❡✳

✸✳✶✳✸ ●❱❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ●❱❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ♦r❞❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ♦❢ β(ω) ❛t ω = ω0✳ ❯s✉❛❧❧② ♦♥❧② β2 ❬s2✴♠❪
❛♥❞ β3 ❬s3✴♠❪ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆▲❙❊✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ③❡r♦ ❡①❝❡♣t β1,2,3 t❤❡ ◆▲❙❊ ❜❡❝♦♠❡s ❛
❧✐♥❡❛r P❉❊ ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❛s✿

∂A

∂z
= −β1

∂A

∂t
+ j

β2

2

∂2A

∂t2
+

β3

6

∂3A

∂t3

✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ Ã(z, ω) = F {A(z, t)}✿

∂Ã

∂z
= −j

(
β1ω +

β2

2
ω2 +

β3

6
ω3

)
Ã ✭✸✳✸✮

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

Ã(z, ω) = Ã(0, ω)e−j(β1ω+
β2
2 ω2+

β3
6 ω3)z ✭✸✳✹✮

◆♦t❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✹✮ t❤❛t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ❜②
✐ts❡❧❢✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ✭✸✳✸✮ t❤❡ ❧♦ss ✐s ❛❜s❡♥t✱ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝②

ω ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✱ ✐✳❡✳
∣∣∣Ã(z, ω)

∣∣∣
2

=
∣∣∣Ã(0, ω)

∣∣∣
2

✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ●❱❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❞✉❝❡ ❛ ♣✉r❡ ♣❤❛s❡

r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s β2 ❛♥❞ β3 ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱

D = ❞β1

❞λ

∣∣∣
λ=λ0

✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡✱ D
′

= ❞2β1

❞λ2

∣∣∣
λ=λ0

✱ ✇❤❡r❡ λ0 = c/f0✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

β2 = − λ2
0

2πc
D

β3 =

(
λ0

2πc

)2 (
2λ0D + λ2

0D
′
)

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ β3 ❡①✐sts ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ s❧♦♣❡✳
❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ D ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❬♣s✴✭♥♠·❦♠✮❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡ D

′

✐♥ ❬♣s2✴✭♥♠·❦♠✮❪✳ ❆s
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛t λ0 = 1550 ♥♠ ✐t ✐s β2 [s2/♠❪ ❂✲−1.2754 · 10−27 · D ❬♣s✴✭♥♠·❦♠✮❪✳



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ✼✽

D > 0 ✭β2 < 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ D < 0 ✭β2 > 0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❚♦ t❤❡ ●❱❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ LD = β2/T 2

0 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❧♦♣❡
❧❡♥❣t❤✱ L

′

D = β3/T 3
0 ✱ ❜❡✐♥❣ T0 ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ s②♠❜♦❧ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♥❣t❤s ❤❛✈❡ s✐❣♥s✱

❤❡♥❝❡ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ❞♦✉❜❧❡s ✐ts 1/e
✇✐❞t❤ ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ LD ❬✶❪✳

✸✳✶✳✹ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ ❬✶✴✭❲·❦♠✮❪ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡① n2 ❬♠2✴❲❪ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

γ =
2πn2

λ0A❡✛
✭✸✳✺✮

❜❡✐♥❣ A❡✛ ❬µ♠2❪ t❤❡ ✜❜❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ❆s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✜❜❡r ✭❙▼❋✮ ❤❛s ❛❧♠♦st A❡✛ = 80µ♠2

❛♥❞ n2 = 2.7 · 10−20 ❬♠2✴❲❪ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ γ = 1.37 ❬✶✴(❲ · ❦♠)❪ ❅ λ0 = 1550 ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ✜❜❡r ✭❉❈❋✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❢♦✉r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳ ❚♦ t❤❡
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡♥❣t❤ L◆▲ = 1/(γ · P )✱ ❜❡✐♥❣ P ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r✱
✉s✉❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r✳ L◆▲ ≫ LD ✐♠♣❧✐❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ♦r ♣✉r❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ r❡❣✐♠❡❀ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇✐t❤ L◆▲ ≪ LD t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s
✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✳
■♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ t❤❡ ◆▲❙❊ ✇r✐t❡s ❛s✿

∂A

∂z
= −α

2
A − jγ |A|2 A

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿

A(z, t) = A(0, t)e−
α
2 z−jγ|A(0,t)|2L❡✛(z) = A(0, t)e−

α
2 ze−jΦ(z,t) ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ Φ(z, t) ✐s t❤❡ ❙P▼ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ L❡✛(z) ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ✉♣ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z
❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

L❡✛(z) =
1 − exp(−αz)

α

❋♦r z ≪ 1/α L❡✛(z) ≃ z✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r z ≫ 1/α L❡✛(z) ≃ LA✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t L❡✛ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
◆♦t❡ ❢r♦♠ ✭✸✳✻✮ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠❡♠♦r②❧❡ss s♦ t❤❛t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛t t✐♠❡ t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ③❡r♦ ❧♦ss✱ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛rr✐❡❞ ❜② t✐♠❡ t✱
❜❡✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♠❡♠♦r②❧❡ss✱ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ |A(z, t)|2 = |A(0, t)|2✱ s♦ t❤❛t ❙P▼ ✐s ❛ ♣✉r❡ ♣❤❛s❡
r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✸✳✶✳✺ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊

■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ✭✸✳✶✮ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐✳❡✳ Ã(z, ω) = F {A(z, t)}✱ s❛t✐s✜❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆▲❙❊✿

∂Ã

∂z
= −α

2
Ã − j

(
β1ω +

β2

2
ω2 +

β3

6
ω3

)
Ã

−jγ

¨

Ã (z, ω + ω1) Ã (z, ω + ω2) Ã∗ (z, ω + ω1 + ω2)
dω1

2π

dω2

2π
✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ A(z, t) = U(z, τ) exp
(
−α

2 z
)

✇✐t❤ τ = t − z/β1 t❤❡ ◆▲❙❊ ❜❡❝♦♠❡s✿

∂U

∂z
= +j

β2

2

∂2U

∂τ2
+

β3

6

∂3U

∂τ3
− jγ |U |2 Ue−αz
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❚❤❡ t✐♠❡ τ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❛✐r♠❡♥t α st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ◆▲❙❊ ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❜② ✇r✐t✐♥❣ A(z, τn) =
√

PV (z, τn) exp
(
− z

2LA

)
✇✐t❤ τn = (t − z/β1) /T0✱ ❜❡✐♥❣ T0 ❛♥❞ P ❛

r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧❡♥❣t❤s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

∂V

∂z
= +j

1

2LD

∂2V

∂τ2
n

+
1

6L
′

D

∂3V

∂τ3
n

− j

L◆▲
|V |2 V e−z/LA ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ r❡t❛r❞❡❞ ❢r❛♠❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ T0✳

✸✳✷ ❈♦✉♣❧❡❞✲◆▲❙❊ ✭❈◆▲❙❊✮

❚❤❡ ❈◆▲❙❊ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✭tr❛♥s✈❡rs❡✮ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② A(z, t)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦❧❞ ❢❛❝❡ st❛♥❞s
❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✷ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❏♦♥❡s ✈❡❝t♦r✮✳ ❚❤❡ ❈◆▲❙❊✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬✸✹✱ ✸✺✱ ✸✻❪✿

∂A(z, τ)

∂z
= −α

2
A− i

∆β0

2
(l̂(z) · ~σ)A− ∆β1

2
(l̂(z) · ~σ)

∂A

∂τ
+ j

β2

2

∂2
A

∂τ2
− jγ

[
|A|2A − 1

3

(
A

†σ3A
)
σ3A

]
✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ τ = t − z
vg

✐s t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✷✱ ✇❤✐❧❡ † ♠❡❛♥s tr❛♥s♣♦s❡✲❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r s❧♦♣❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✸✳✾✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❛r ◆▲❙❊✱
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✱ t✇♦ ♥❡✇ t❡r♠s ✭t❤♦s❡ ✇✐t❤ ∆β0,1✮ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛♥ ❡①tr❛ t❡r♠ ✭t❤❛t ✇✐t❤ σ3✮✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✿ ✇❤❡♥ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛
❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥t ✜❜❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡
t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ str❡ss❡s✱ ❜❡♥❞s✱ ❡t❝✳ ❇✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡
✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t❡s ❜♦t❤ ✐♥ t✐♠❡ ✭s❧♦✇❧②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞❀ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
❝♦♥st❛♥t ✐♥ τ ✐♥ t❤❡ ❈◆▲❙❊✮ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ ♦♥

❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ z✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ l̂(z)✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❧♦✇❡st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t βs(ω)❀ ❛t t❤❡ s❛♠❡✱ t✐♠❡✱ t❤❡

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ l̂o(z)✱ ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❢❛st❡st ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t βf (ω)✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

∆β(ω) = βs(ω) − βf (ω) ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ l̂(z)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ l̂(z) ✐s ❛ ✸❉ ✉♥✐t✲♠❛❣♥✐t✉❞❡ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r ✭❛ ❙t♦❦❡s ✈❡❝t♦r✮ ❬✸✼✱ ✸✽❪✳

❆s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ l̂(z) ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✏❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✐♥ t❤❡

x ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❤❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ A ✐s ♥✉❧❧✮❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ l̂o(z) ✐s t❤❡ t❤❡ ✏✈❡rt✐❝❛❧✑ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✭A ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ y ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♥✉❧❧✮✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t❤❛t s✐❧✐❝❛ ✜❜❡rs ❛r❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❬✸✾❪✿ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ l̂(z) ✐s ♥✉❧❧✳

■♥ ✭✸✳✾✮✱ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❙t♦❦❡s ✈❡❝t♦r ~W (z, ω) = (∆β0 + ∆β1ω)l̂(z) ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢r❡q✉❡♥❝②
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡❀ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ z ♦❢ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡ ✏r❛♥❞♦♠ ♠♦❞❡
❝♦✉♣❧✐♥❣✑✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ l̂(z)✱ ❡✈❡♥✲
t✉❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ▼♦❞❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✭P▼❉✮✱ ❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡ ❝❛✉s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡rs②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❡r♠ ∆β1 ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣✉❧s❡
❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ✐s ❥✉st ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❙t❛t❡ ❖❢ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❙❖P✮

♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳ ■❢ l̂ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ z✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ▼❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❋✐❜❡r ✭P▼❋✮✿
✐ts ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♠♦✉♥ts t♦ s♣❧✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡ ✐♥t♦ t✇♦ ✏s❤❛❞♦✇ ♣✉❧s❡s✑ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡
✜❜❡r ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ ❛ ♠✉t✉❛❧ ❞❡❧❛② ❡q✉❛❧ t♦ ∆β1z✿ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ✜rst✲♦r❞❡r P▼❉✱ ❝❛✉s❡s ✐♥t❡rs②♠❜♦❧
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s P▼❉ ❛t ❛❧❧ ♦r❞❡rs✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♣✉❧s❡ ✐s ♥♦t
♦♥❧② s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ✭✜rst✲♦r❞❡r P▼❉✮✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❤❛❞♦✇ ♣✉❧s❡s s✉✛❡rs ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐st♦r✲
t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●❱❉✱ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✭P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❈❤r♦♠❛t✐❝ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✱ P❈❉✮✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧ ~σ✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ✭✸✳✾✮✱ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣✐♥✲✈❡❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s

✭❤❡♥❝❡✱ ~σ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ t❡♥s♦r✦✮❀ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t (l̂(z) ·~σ) ②✐❡❧❞s ❛ ✉♥✐t❛r② ❏♦♥❡s ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ ❛ 2×2 ❝♦♠♣❧❡①
♠❛tr✐① ✇✐t❤ ✉♥✐t ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ t❤❛t ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r A ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦❞❡✲❝♦✉♣❧✐♥❣✳
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❖❢ t❤❡ t❤r❡❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ t❤✐r❞✱ σ3✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✾✮✿ ❞❡s♣✐t❡ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ✭❜✉t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✾✮✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❛t t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❙t♦❦❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤♦s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s

(
A

†σ3A
)
✮ ♣❧❛②s ❛ s♣❡❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❈◆▲❙❊✳ ❚❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s r❡♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ♦t❤❡r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❈◆▲❙❊ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✷✳✶ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡ ♥♦t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙t♦❦❡s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ A = [Ax, Ay]
T
✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❬✸✽✱ ✸✼❪✿

~A = A
†~σA

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ✹✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❡q✉❛❧ t♦✿

~A =




|Ax|2 + |Ay|2

|Ax|2 − |Ay|2

2ℜ{A∗
xAy}

2ℑ{A∗
xAy}




=
(
|Ax| + |Ay|2

)



1

â




✇❤❡r❡ â = [a1, a2, a3]
T
✐s t❤❡ P♦✐♥❝❛ré ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦r ❙t♦❦❡s ❙❖P ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤✐s ✈❡❝t♦r ❛s ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❛①❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ (s1, s2, s3)✳ ❇❡✐♥❣ â ❛ ✉♥✐t
✈❡❝t♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

â =




cos 2θ cos 2ε

sin 2θ cos 2ε

sin 2ε




✇❤❡r❡ θ ❛♥❞ ε ❛r❡ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ❡❧❧✐♣t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ A✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r
♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t ❧✐❡s ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡✳ ❆♥② ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦✈❡r
t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ✜❡❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ ❙t♦❦❡s ✈❡❝t♦rs ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ P♦✐♥❝❛ré s♣❤❡r❡✳

✸✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆▲❙❊

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✾✮ r❡q✉✐r❡s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ st❡♣ ✭✐♥ z✮✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡
t❡r♠ ✇✐t❤ ∆β0 ✐s ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❤❡♥❝❡ ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts st❛t❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ s✐❣♥❛❧
❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥❞❡❡❞ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❈◆▲❙❊✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✜❜❡rs ✐s t❤❡ ❜❡❛t ❧❡♥❣t❤ LB = 2π

∆β0
✿ ♦♥❡ ♠✐st t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣ ∆z s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥

∆β0∆z ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 2π✳ ❙✐♥❝❡ LB ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❡t❡rs ✭♦r t❡♥s ♦❢ ♠❡t❡rs✮✱ ❢♦r st❛♥❞❛r❞
✜❜❡rs✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✾✮ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
s✐❣♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✾✮✿ ✐❢ LB ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ r❛♣✐❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ st❛t❡
♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ A ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ 1

3

(
A

†σ3A
)
σ3A ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t♦

1
9A|A|2✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❈◆▲❙❊ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦

∂A(z, τ)

∂z
= −α

2
A − i

∆β0

2
(l̂(z) · ~σ)A − ∆β1

2
(l̂(z) · ~σ)

∂A

∂τ
+ j

β2

2

∂2
A

∂τ2
− jγ

8

9
|A|2A ✭✸✳✶✵✮
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✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼❛♥❛❦♦✈✲P▼❉ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✸✺✱ ✹✵❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❝♦♠♠♦♥✲♠♦❞❡

♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❙❖P❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ✐ts ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t❡r♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ t❡r♠ ✭t❤❛t ✇✐t❤
∆β0✮ ✐s st✐❧❧ t❤❡r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ LB ✿ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜✐r❡❢r✐♥❣❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❙❙❋▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ▼❛♥❛❦♦✈✲P▼❉
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛✛❡❝t❡❞ ❜♦t❤ ❜② ❑❡rr
❡✛❡❝ts ❛♥❞ P▼❉✳

✸✳✸ ◆▲❙❊ ✐♥ t❤❡ ❲❉▼ ❝❛s❡

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❡❧❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐s ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❲❉▼✮ ❝♦♠❜ ♦❢ M
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❙✉❝❤ ❣❧♦❜❛❧✱ ♦r ✉♥✐q✉❡✱ ✜❡❧❞ ❤❛s ❧♦✇♣❛ss ❡♥✈❡❧♦♣❡ A(z, t) ❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z ❛♥❞ t✐♠❡ t✳ ❈❛❧❧✐♥❣ ω0

t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❛♥❞♣❛ss ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ❛s✿

A(z, t) =

M∑

k=1

Ak(z, t)ej∆ωkt ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Ak(z, t) ✐s t❤❡ ❧♦✇♣❛ss ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ k ✇❤✐❧❡ ∆ωk = ωk−ω0 ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ k ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❲❉▼ ❝♦♠❜✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Ak(z, t) ❢♦r k = 1, . . . ,M ✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ◆▲❙❊ ✭✸✳✼✮ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❞♦♠❛✐♥✿

∂Ã(z, ω)

∂z
= −α

2
Ã − jβ(ω)Ã

−jγ

¨

Ã (z, ω + ω1) Ã (z, ω + ω2) Ã∗ (z, ω + ω1 + ω2)
dω1

2π

dω2

2π
✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Ã(z, ω) =
∑

k Ãk (z, ω − ∆ωk) ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ A(z, t)✱ β(ω) = β1ω + β2

2 ω2 + β3

6 ω3 + . . .
❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❛♥❞♣❛ss ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✳ ▲❡t ✉s ✜rst ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢
✭✸✳✶✷✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂Ãk (z, ω)

∂z
= −α

2
Ãk(z, ω) − jβ (ω + ∆ωk) Ãk (z, ω) ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ β (ω + ∆ωk) = β0k + β1kω + β2k

2 ω2 + β3k

6 ω3 + . . . ❜❡✐♥❣ βnk = ❞nβ(ω)
❞ωn

∣∣∣
ω=∆ωk

✳ ❋♦r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐t

✐s β0k = 0 ✐❢ ❝❤❛♥♥❡❧ k ❤❛s ∆ωk = 0✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ β(ω) ✐s ❝✉❜✐❝ ✐♥ ω✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t β2k = β2 + β3∆ωk✳
❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ ✭✸✳✶✷✮ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s② t♦ ♠❛♥❛❣❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

∑

k

∂Ak

∂z
ej∆ωkt = −jγ

∑

n,l,m

AnAlA
∗
mej(∆ωk+∆ωl−∆ωm)t ✭✸✳✶✹✮

❲❡ ❛r❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ s♣❧✐t ✭✸✳✶✹✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∂Ak

∂z
= −jγk

M∑

n,l,m
ωn+ωl−ωm=ωk

AnAlA
∗
m, k = 1, . . . ,M ✭✸✳✶✺✮

✇❤❡r❡ n, l, m ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 1 t♦ M ❜✉t ♠✉st s❛t✐s❢② ωn + ωl − ωm = ωk✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ γk = γ (ωk)
❢♦r γ ✐♥ ✭✸✳✶✺✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r βnk ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✮✱ ❜✉t s✐♥❝❡ γ ✐s s❧♦✇❧②
✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ ω ✭s❡❡ ✸✳✺✮ ✇❡ s❡t γk ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ Ak(z, t)✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮ s✐♥❝❡ ✐♥ ✭✸✳✶✺✮ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ s✉♠ ❢❛❧❧✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ A(z, t)✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ n, l, m s✉❝❤ t❤❛t ωn +ωl −ωm ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❇❆❈❑●❘❖❯◆❉ ✽✷

t♦ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ωk✱ k = 1, . . . ,M ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ t❡r♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♦❢ s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r ✇❡❛❦❧②
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✺✮ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✺✮ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✭✸✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✭✸✳✶✺✮ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r✳
❆❢t❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ β0k ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❛s Ak(z, t) = Ek(z, ω) exp (−jβ0kz)✱ t❤❡ ◆▲❙❊✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧
t❤❡ ◆▲❙❊ ❢♦r s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s✱ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇r✐t❡s ❛s✿

∂Ek

∂z
= −α

2
Ek −

(
β1k

∂

∂t
− j

β2k

2

∂2

∂t2
− β3k

6

∂3

∂t3

)
Ek

−jγk

∑

n,l,m
ωn+ωl−ωm=ωk

En (z, t) El (z, t) E∗
m (z, t) e−j∆βnlmz ✭✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ∆βnlm = β0n +β0l−β0m−β0k ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s n, l, m
✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠s✿

• s❡❧❢ ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮✿ ωn = ωl = ωm = ωk ⇒|Ek|2 Ek

• ❝r♦ss ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❳P▼✮✿ (ωn = ωm) 6= (ωl = ωk) ♦r (ωn = ωk) 6= (ωl = ωm) ⇒∑
m6=k |Em|2 Ek

• ❢♦✉r ✇❛✈❡ ♠✐①✐♥❣ ✭❋❲▼✮✿ s❡t H ♦❢ ❛❧❧ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❙P▼ ♦r ❳P▼ ⇒
∑

n,l,m∈H
En (z, t)El (z, t) E∗

m (z, t) ej∆βnlmz

❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡s❡ t❡r♠s ✐♥ ✭✸✳✶✻✮ ②✐❡❧❞s✿

∂Ek

∂z
= −α

2
Ek −

(
β1k

∂

∂t
− j

β2k

2

∂2

∂t2
− β3k

6

∂3

∂t3

)
Ek

−jγk


|Ek|2 Ek + 2

∑

m6=k

|Em|2 Ek +
∑

n,l,m∈H
En (z, t) El (z, t) E∗

m (z, t) ej∆βnlmz


 ✭✸✳✶✼✮

◆♦t❡ t❤❛t Ek(z, t) ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ③❡r♦ ❡✈❡♥ ✐❢ Ek(0, t) = 0 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❲▼ ♣r♦❝❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
t❡r♠s✳ ■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t s✉❝❤ t❡r♠s r❡♠❛✐♥s ✉♥❞❡♣❧❡t❡❞ ✐♥ z, t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❋❲▼ ♦✈❡r Ek ✐s ❝❛❧❧❡❞
✜rst ♦r❞❡r ❋❲▼✳ ❙❡❡ ❬✶❪ ❢♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❋❲▼ ❛♥❞ ❬✹✶✱ ✹✷❪ ❢♦r ❛❞✈❛♥❝❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ ❋❲▼✳
❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❋❲▼ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✺✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮ s✐♥❝❡ ❳P▼
❛♥❞ ❙P▼ ❛❧♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ Ek ✐❢ Ek(0, t) = 0✳

✸✳✸✳✶ ❯♥✐q✉❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆▲❙❊ ❢♦r E(z, t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆▲❙❊ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆▲❙❊ ❢♦r Ek(z, t)✱
k = 1, 2, . . . ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆▲❙❊ ❢♦r s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s✳ ❙✉❝❤ ♦♣t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❝r❡❛t❡❴✜❡❧❞✳
❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❙P▼✱ ❳P▼ ❛♥❞ ❋❲▼✳ ❚❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r♠ ♦♥❧② ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❋❲▼✱
❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧② ❡①✐sts✳ ■♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡ t❤❡ ◆▲❙❊ ✭✸✳✶✻✮ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ k ✐s✿

∂Ek

∂z
= −α

2
Ek − β1k

∂Ek

∂t
− jγ |Ek|2 Ek − j2γ

∑

m6=k

|Em|2 Ek

✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ αk = α ❛♥❞ γk = γ✱ ∀k✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ ❢r❛♠❡
t✐♠❡ τ = (t − z/β1k) /T0 ✐s✿

Ek(z, τ) = Ek(0, τ)e−jγ(|Ek(0,τ)|2+2
P

m6=k|Em(0,τ+zdkm)|2)L❡✛(z) . ✭✸✳✶✽✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡❢t✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ Nch = 5 ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❘✐❣❤t✿
❙♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦✳

❜❡✐♥❣ dkm t❤❡ ✇❛❧❦♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✸✳✷✮✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❙❙❋▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❳P▼ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t✇♦ t✐♠❡s ❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❙P▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❳P▼ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❦✲♦✛ ❡✛❡❝t ❬✶❪✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ✉s✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❲✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ❧♦✇❡r ◆②q✉✐st ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts
♣❡r s②♠❜♦❧✳ ■♥❢❛❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳ ●❙❚❆❚❊✳❋■❊▲❉❳✮ ✐s ♥♦✇ ❛ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥t
❛ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣❡r s②♠❜♦❧ ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ✈s✳ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✱
s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ✐❞❡❛✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ✐s ❛ ❲❉▼ ❝♦♠❜ ♦❢ Nch = 5 ❖❖❑ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ s♣❛❝❡❞ ∆f = 100
❬●❍③❪ ❅ R = 10 ●❜s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Ns②♠❜ = 64 s②♠❜♦❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ■t
r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r NT ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♣❡r s②♠❜♦❧✳ ❋♦r t❤❡
r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ ✜❢t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s B = (Nch − 1) ∆f ❬●❍③❪
✇❤✐❝❤ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉♥✐ts ✐s B/R✳ ■♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ s✐♥❝❡ ❋❲▼ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛t ❧❡❛st ✶st ♦r❞❡r ❋❲▼ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛t
❧❡❛st t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ NT = 3 ⌈B/R⌉ = 3 (Nch − 1) ⌈∆f/R⌉ ♣♦✐♥ts ♣❡r s②♠❜♦❧✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥
NT = 120 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✉s❡ NT = 128 ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ t❤❡ ❋❋❚ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ◆♦✇ ❋❲▼ ✐s ❛❜s❡♥t✱ ❜✉t ❙P▼ st✐❧❧ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧♦❜❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ✜❣✉r❡ ✇❡ ✉s❡❞ NT1 = 8
♣♦✐♥ts ♣❡r s②♠❜♦❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❧♦❜❡s✳ NT1 ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤
st❡♣ ❛ ❜❛s✐❝ ❙❙❋▼ r✉♥s Nch ❋❋❚s ❛♥❞ ■❋❋❚s ♦❢ s✐③❡ N = NT1Ns②♠❜ ❡❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ r✉♥s
♦♥❡ ❋❋❚✴■❋❋❚ ♦❢ N = NT Ns②♠❜ ♣♦✐♥ts✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❋❋❚ ❡q✉❛❧ t♦ N log2 N ✱ t❤❡ ❋❋❚
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦sts 23040 ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ ❝♦sts 106496✳

✷✳ ■♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ ❝❛s❡ t❤❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❙❙❋▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ st❡♣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✷✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡
✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r✳ ■♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛t

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z ✐s max
k

(
max

t

(
|Ek(z, t)|2

))
✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✐t ✐s✿

max
t

(
|E(z, t)|2

)
= max

t



∣∣∣∣∣
∑

k

Ek(z, t)ej∆ωkt

∣∣∣∣∣

2

 < max

t

(
∑

k

|Ek(z, t)|2
)

❚❤❡ ❧❛st ❜♦✉♥❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ ❝❛s❡✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡
✜❡❧❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ♠❛② ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡r st❡♣s✳
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❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐s❝♦✉r❛❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❖♣t✐❧✉①✱ ♥❡❣❧❡❝ts ❋❲▼✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✇♦r❦s ♦♥❧② ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤
♥♦♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✷✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s s♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r ❞❡♥s❡ ❲❉▼ s②st❡♠s✳

✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊✿ ❙❙❋▼

❚❤❡ s♣❧✐t✲st❡♣ ❋♦✉r✐❡r ▼❡t❤♦❞ ✭❙❙❋▼✮ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊✳ ■t
✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ P❉❊✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧
t♦ ❢❛❝❡ ♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✸❪✿

∂A(z, t)

∂z
= DA(z, t) ✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡ D ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ D = L + N ✱ ❜❡✐♥❣ L ❛♥❞ N ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦rs ❛s ✇❡❧❧✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

∂A

∂z
= LA

∂A

∂z
= NA

❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊ ✇❤❡r❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st
✇✐t❤ ♦♥❧② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r ✇✐t❤ ♦♥❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■❢ D ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ z ❛♥❞ DA ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ P❡❛♥♦✲P✐❝❛r❞✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ t❤❡♦r❡♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ✐♥ n ✉♥✐❢♦r♠❧②
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✾✮✿

∂An+1(z, t)

∂z
= DAn(z, t)

②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

A(z, t) = exp (Dz)A(0, t)

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ♦♥❧② ❛❢t❡r ✇r✐t✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s ❢♦r♠✿

exp (Dz) =

∞∑

n=0

znDn

n!
✭✸✳✷✵✮

❛♥❞ Dn ♠❡❛♥s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ D n t✐♠❡s✳ ■❢ D ✐s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ♥❡①t✱ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦✈❡r s♠❛❧❧ st❡♣s ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛❧♠♦st
❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇✐t❤ D = g(z)D1 ✇✐t❤ g(z) ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ D1 ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ exp

(
D1

´ z

0
g(x)dx

)
✐♥st❡❛❞ ♦❢

exp (Dz)✳
❯s✉❛❧❧② exp (Dz) ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ✈❡r② t❡❞✐♦✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ exp (Lz) ❛♥❞ exp (N z)✳
❯s✐♥❣ ✭✸✳✷✵✮ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t✿

exp (Dz) = exp ((L + N ) z) = exp (Lz) · exp (N z) + O
(
z2
)

= exp (N z) · exp (Lz) + O
(
z2
)

✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ O
(
z2
)
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡s z2✳ ❙✉❝❤ t❡r♠ ✐s ③❡r♦ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡

♦♣❡r❛t♦rs L ❛♥❞ N ❝♦♠♠✉t❡✱ ✐✳❡✳ LN = NL✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊✱ ❤❡♥❝❡
❛♣♣❧②✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ❧❡❛✈❡s ❛♥ ❡rr♦r t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ z✳ ❚❤❡
O
(
z2
)
✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❙❙❋▼ ❝♦♥s✐sts t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥ s♠❛❧❧
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st❡♣s ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs s❡♣❛r❛t❡❧② ✭s♣❧✐tt✐♥❣✮✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✐❢ zk+1 = hk + zk

✇✐t❤ z0 = 0 ❛♥❞ zM = L ❜❡✐♥❣ L t❤❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

A (zk+1, t) = exp (Lhk) · exp (Nhk)A (zk, t) , k = 0, 1, . . . ,M − 1

■❢ t❤❡ st❡♣s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ✏s♠❛❧❧✑ ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❤♦♣❡❢✉❧❧② A(L, t) ✐s ✈❡r②
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ O

(
z3
)
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❧✐tt✐♥❣✿

exp (Dz) = exp

(L
2

z

)
· exp (N z) · exp

(L
2

z

)
+ O

(
z3
)

exp (Dz) = exp

(N
2

z

)
· exp (Lz) · exp

(N
2

z

)
+ O

(
z3
)

✭✸✳✷✷✮

❚❤❡ ✈❡r✐❢② ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡✐r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✉♣ t♦ z3 ✐♥ ✭✸✳✷✷✮✳
❙✉❝❤ ✐❞❡❛✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❧✐t✲st❡♣✱ r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ r✉❧❡ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♥t❡❣r❛❧s
❬✹✹✱ ✷✷❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣❧✐t✲st❡♣ r❡q✉✐r❡s t❤r❡❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✇♦
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣❧✐t✲st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♠❛♥② st❡♣s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥
❛ ♣r✐♦r✐✱ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

A (L, t) =

{
exp

(N
2

hM−1

)
· exp (LhM−1) · exp (N (hM−1 + hM−2)) · . . .

· exp (N (h0 + h1)) · exp (Lh0) exp

(N
2

h0

)}
A(0, t)

❋♦r t❤❡ ◆▲❙❊✱ t❤❡ ❙❙❋▼ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✸✳✽✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ A (zk, t) ♦❢ ✭✸✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡
r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st❡♣✲❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r L ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r✿

Lz = z

(
−β1

∂

∂t
+ jβ2

∂2

∂t2
+ β3

∂3

∂t3

)

✇❤✐❧❡ exp (Nhk) ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ z = zk ❛♥❞ z = zk+hk ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ exp
(
´ hk

0
e−αxdxN (zk)

)
=

exp (−L❡✛ (hk)N (zk)) ✇✐t❤ N (zk) = |A (zk, t)|2 ❛ z✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞

L❡✛ (hk) = (1 − exp (−αhk)) /α

t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ α✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡ ❋❋❚ ❛♥❞ ■❋❋❚ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s
❡✣❝✐❡♥t❧②✳

✸✳✹✳✶ ❙t❡♣ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❋▼ st❡♣ s✐③❡ ✐s ❛♥ ❤❛r❞ t❛s❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥s✇❡r✱ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
❛♥② ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❙❙❋▼ st❡♣ s✐③❡ ✐s t♦ r✉♥ ♠❛♥② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ st❡♣ s✐③❡s ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♣❡♥❛❧t②✱ ❡t❝✳
■♥ ❖♣t✐❧✉① t❤❡ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❙❋▼ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❖♣t✐❧✉① ✐❣♥♦r❡s
t❤❡ st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣ ✭❡✳❣✳ ✇✐t❤ ♦♥❧② ●❱❉✮✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✜❜❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛s ❢✐❜❡r✭①✱❢❧❛❣✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❡♣✳

✸✳✹✳✶✳✶ ❈♦♥st❛♥t st❡♣ s✐③❡

❙✐♠♣❧② ❝❛❧❧ ✜❜❡r ✇✐t❤ ①✳❞③♠❛①❂❈ ❛♥❞ ①✳❞♣❤✐♠❛①❂■♥❢✳ ❚❤❡ st❡♣ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ❈ ❬♠❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✉s❡s ❛ st❛♥❞❛r❞✲❙❙❋▼✳
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✸✳✹✳✶✳✷ ❈♦♥st❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ① st❡♣

❚❤❡ st❡♣ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ♦✈❡r t❤❡ st❡♣ ❡q✉❛❧
t♦ ①✳❞♣❤✐♠❛① ❬r❛❞❪✳ ■❢ ❛❧s♦ ①✳❞③♠❛① ❡①✐sts ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ①✳❞③♠❛①❁①✳❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ st❡♣ ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ①✳❞③♠❛①✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s s❤♦rt st❡♣s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ✭✉s✉❛❧❧②
❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ st❡♣s ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ✭✉s✉❛❧❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✮✳ ❲✐t❤
❛ ✉♥✐q✉❡ ✜❡❧❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙P▼❀ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t❡ ✜❡❧❞s ✐t ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❳P▼✳
❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r st❡♣ ✉s❡s ❛ st❛♥❞❛r❞
❙❙❋▼✳ ❙❡❡ ❬✹✺✱ ✹✻❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✹✳✶✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r

✶✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹✺❪✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ st❡♣ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡✳ ❲✐t❤ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♦♥ ①✳❧t♦❧✱ t❤❡ st❡♣ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡q✉❛❧ t♦
①✳❧t♦❧✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

el = max (‖A1 − A2‖)

❜❡✐♥❣ A1 t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ A2 t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣
✐♥ t❤❡ st❡♣ t✇✐❝❡✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❤❛❧✈❡❞ st❡♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ A1✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝✲
❙❙❋▼✳ ❖♣t✐❧✉① ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① ②✿

‖y‖ = ♠❛①✭♠❛①✭❛❜s✭②✮✮✮❀

❲✐t❤ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞ ①✳❞♣❤✐♠❛① ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛ tr✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦♥❧②✳ P❧❡❛s❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
st❡♣ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❢♦r s❝❛❧❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ♦♥❧② ✭P▼❉ ✢❛❣ ✐s ✬✲✬✮✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❉❡♥♦t❡ ✇✐t❤ Ae(z, t) t❤❡ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Ae(zn, t)✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ A1(z, t) t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ Ae(z, t) ✉s✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝✲❙❙❋▼ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣ ❢r♦♠ zn t♦ z = zn + h ✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

A1(zn + h, t) = Ae(zn + h, t) + Kh3 + O
(
h4
)

✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Kh3 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❤✐❧❡ O
(
h4
)
✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

Kh3✳ K = K(t) ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢r♦♠ z = zn t♦
z = zn + h ✇✐t❤ t✇♦ ❙❙❋▼ st❡♣s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ h/2✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ h/2 t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r

✐s K (h/2)
3
✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ O

(
h4
)
t❡r♠ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡

s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡rr♦r Kh3✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ K s✐♥❝❡ ✭✸✳✷✸✮ K ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❚❛②❧♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ z = zn✳ ❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ❙❙❋▼ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥s✇❡r✿

A2(zn + h, t) = Ae(zn + h, t) + 2K

(
h

2

)3

+ O
(
h4
)

✭✸✳✷✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ A1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ A1(zn+h, t) ❛♥❞ A2(zn+h, t)
✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ st❡♣ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✿

eL = max
t

(|A1 − A2|) ≃
3

4
Kmh3

❜❡✐♥❣ Km = max
t

(K(t))✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r r❛t❡ ① ✉♥✐t st❡♣✿

r =
eL

h
≃ 3

4
Kmh2 ✭✸✳✷✺✮

■❢ r > ε✱ ❜❡✐♥❣ ε ❛ t❛r❣❡t ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ tr✉st✱ t❤❡ st❡♣ ♠✉st ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
s❤♦rt❡r ♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ st❡♣ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ✭♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r t❛r❣❡t✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞✳ ❚❤❡r❡
r❡♠❛✐♥ t✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s✿ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ r❡❞✉❝❡ h ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ✇❤❛t h ❝❛♥ ✇❡ ✉s❡
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❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❄
❆❢t❡r ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ✭✸✳✷✺✮ ❜② ε/r ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

ε ≃ 3

4
Km

(√
ε

r
h

)2

=
3

4
Km

(
h

′
)2

✭✸✳✷✻✮

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ st❡♣ h
′

s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❛r❣❡t ❡rr♦r ε✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ♦✉rs❡❧❢ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥ t❤✐s ❣✉❡ss ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ❜② ✉s✐♥❣ h

′

= 0.9h
√

ε/r✳ ■❢ r > ε ✇❡ ❤❛✈❡ h
′

< h✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ s✐③❡✱ ❡✳❣✳ ✉s❡ s❤♦rt
st❡♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s s♠❛❧❧✳ ■♥ ❖♣t✐❧✉① ε ✐s ①✳❧t♦❧✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ st❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ st❡♣ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ A2

❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣ s✐♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ A1✳ ❇✉t ♠❛②❜❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ A1 t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ A2✳ ❋r♦♠ ✭✸✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ z = zn + h

′

✿

AR =
4

3
A2 −

1

3
A1 = Ae + O

(
h4
)

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s O
(
h4
)
✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ❛ ❜❡st ❣✉❡ss t❤❛♥ A2✳ ❙✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞

❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❬✹✼✱ ✹✺❪✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭❛✮ ❊✈❛❧✉❛t❡ A1 ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ zn❀

✭❜✮ ❊✈❛❧✉❛t❡ A2 ✉s✐♥❣ t✇♦ st❡♣s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ zn❀

✭❝✮ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r✲r❛t❡ r❀

✭❞✮ ❈♦♠♣✉t❡ h
′

❀

✭❡✮ ■❢ r > ε r❡❥❡❝t t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ r❡♣❡❛t ✉s✐♥❣ h
′

✳ ■❢ r < ε ❛❝❝❡♣t t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ ✉s❡ h
′

❢♦r t❤❡ ♥❡①t st❡♣
✉s✐♥❣ AR ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

◆♦t❡ ✶✿ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ ♥❡❡❞s t♦ ❦❡❡♣ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤r❡❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✿ A1✱ A2 ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ✐♥ zn✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❘❆▼ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s
❛t ❧❡❛st t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✷✳

◆♦t❡ ✷✿ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ ✉s❡s ①✳♣❤✐♠❛① ❛♥❞ ①✳❞③♠❛① t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr✐❛❧ ❢♦r t❤❡
✜rst st❡♣ ♦♥❧②✳

◆♦t❡ ✸✿ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥
❡rr♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡rr♦r✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❤ ❡rr♦rs ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱
❜✉t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❬✹✼❪✳

✸✳✹✳✶✳✹ ❆❞❛♣t✐✈❡ st❡♣ ❥✉st ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣

❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✢❛❣ ①✳❞♣❤✐❛❞❛♣t❂tr✉❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✸✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❢✐❜❡r ❝♦rr❡❝ts t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ①✳❞♣❤✐♠❛①
t♦ ❤❛✈❡ t❤❛t st❡♣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ r♦t❛t✐♦♥ ① st❡♣✳ ■t
t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♠♠❡tr✐❝✲❙❙❋▼✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❙❙❋▼✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ st❡♣ ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✢❛❣s ✭❖✿ ♦♣t✐♦♥❛❧✱ ✯✿ r❡q✉✐r❡❞✮✿
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①✳❞③♠❛① ✯ ❖ ❖ ❖

①✳❞♣❤✐♠❛① ✯ ✯ ✯ ✯

①✳❧t♦❧ ✯ ✯

①✳❞♣❤✐❛❞❛♣t ✯

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✢❛❣ ①✳❞♣❤✐♠❛① ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ✉s❡r ❝♦♥s❝✐♦✉s ♦❢ ✐ts ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❝❛s❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲❙❊ ✐s ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✱ t❤❡ st❡♣ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤✳
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