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Prefacio

El material de este trabajo es parte de un Proyecto
aprobado por el Consejo Divisional de la Universidad
Auténoma Metropolitana, Unidad Azcapotzalco, con

el nombre de Meterial de Apoyo para los Cursos de

Cdleulo Diferencial e Integral, y Ecuaciones
Diferenciales. Portal de Problemas. El material
completo del Proyecto, desarrollado por los autores del
presente Cuaderno, se encuentra en linea, en la
direccién http:\\canek.azc.uam.mx.

El Proyecto, hoy conocido como Canek, nace con el

objetive de proporcionar, a los alumnos de Ciencias

Bidsicas e Ingenieria, la solucién y el desarrollo
detallado de Evaluaciones Departamentales de las

Unidades de Ensefianza - Aprendizaje {vuean), del

Tronco Bésico de las carreras de Ingenierfs, aplicadas
por el Departamento de Ciencias Bésicas, en fechas
anteriores. En este Cuaderno, el lector encontrard
Evaluaciones de Recuperacién de la vea Célculo
Diferencial e Integral I; en otros cuadernos, se irdn
publicando diferentes partes del material disponible en
la red.



Recuperacién, evaluaciéon 1

1. Cierto articule de lujo s¢ vende en 1000 pesos. La cantidad de ventas es de 20000 articulos &l ado. Se considera
imponer un impueste a las ventas de tales articulos. Si el nivel del impuesto se fija en A%, las ventas czerdn en
5008 articulos al afio, jqué valor de R dard un ingreso total al gobierno de 1680 000 pescs al afio por corcepto
de este impuesto? ;Qué valores de ft darén al gobiernc un ingreso de al menoa | 920000 pesos al afio?

¥ El total de articulos que se venden cobrande A% de impuesto es 20000 — 500R; el precio de venta de ¢stos
articulos es 1 000 (20000 — 500). El impuesto que se paga por esta venta es

1000 (20000 - 500R) x % = 1680000, seguin lo enunciado,
0 5e8
200R — 5A% = 1680 = A® —40R + 336 = 0.

Resolvemas esta cuadrética

R

404 VTBD _4x336 _ 40%16 _ [28
- 2 N 2 1z.
Existen dos soluciones para el impuesto: 28% y 12%.

Para resolver la segunda pregunta, hacemaos el mismo planteamiento y nog queda ia desigualdad

R
1000 {20000 — 500R) x 166 > 1920000,

2008 - 5A% > 1920 > R* —40R + 384 < 0.

Vamos a calcular las rafees de la coadritica

R_qoiﬁs—roofn B4 _ 4048 24
- 2 2 16.

Tenemos eatonces RE — 40 + 384 = (K — 16)(R — 24). Pare saber dénde lo cuadrdtica o5 negativa usamos la
tabla

Signo de
Intervalo | R—-16 | R -24 | B —40R + 384
R<16(<24) | - - +
16 < R <24 + - -
R > 2 (> 16) + + +
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1. Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azctea de un edificio que tiene 20 m de altura con una velocidad
inicial de 5 m/seg., entonces la altura sobre el suelo t segundos después serd

h(t) = 20 4 5t — 5t
JDurante qué intervalo de tiempo estard la pelota por lo menos 10 m arriba del suelo?
¥ Ya que la altura de la pelota viene dada por la funcién h(t), resolver la desigualdad
20 + 5t — 5t* > 10

es la respuesta a la pregunta del problema.

Se tiene:
—5t2 4 5t4+102>20= ~5{(t2 —t-2)20=¢t2 -t -2<0.

Para resolver esta desigualdad factorizamos el trinomio e igualamos a cero:
(t-2)(t+1)=0= las raices son -1 y 2.

Graficamos la pardbola y = tZ — ¢t — 2

v=ti-r-2

10‘

Aqui se ve que la solucién de la dltima desigualdad es [~1,2}.

Para este problema se tiene que ¢ > Q, por lo tanto la solucién definitiva es [0, 2).
Y siendo asi, la pelota estard 10 m arriba del suelo los primeros 2 segundos.
Observa que A{0) = 20 y A(2) = 10.
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3. Para le siguiente funcién

1 E
D=5 tas
determine:
{a} Dominio ¥ raices
¥ Dominio: Dy = R - {-3,3}.
Raijces. Vemos que:
1 T 2w+ 3
fol=r 3tz =%
la raiz de la funcién es z = —g .
{b) Asintotas horizoutales ¥ verticales
¥ Puesto que
3 3
2+3  © (Z + z) itz
fiz) = oy =

caiculamos:

entonces, ¥ = 0 e una asintola horizontel

¢ z? (l—%) T

dip )= g —— 5
2{1-

3
Iz
k)
)

Se tiene también que £ = —3 y = = 3 son lag agintotas verticales.

Vamos a caleular los Limites laterales en esos puntos:

Primere £ = =J.

Siz—m-3"=2z<-3=2x+3<0=>x+3— 07, enlonces:

lim
e B}

P _ 2Z+3 1
i fw) = (:—3x:+3)

Gz —3t=z>-314+3>0=x+3— 0%, entonces:

2r+3 1
o, se= 1 (3752 53)

Segunde = =3

Siz—3 =2z<3=>z-3<0=1-3—~07, eutonczs:
P _ 2043 1 -~
zlfg_f(:)—,lirg[(r_m x:_a)-

Siz-+3t = r»3=2>x-3>0 13— 0%, eutonces:

. 2T+ 3
lim x
2\ T+ 3

Ll f()=

3
_x“(
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{¢) Bosquejo grafico
¥ Con toda la informarion anterior tenemas que el bosquejo gréfico de f(z) es:

Cix)

i

|
]

-1

4. Un controledor aéreo sitdis 2 aviones a la misma altitud, cenvergiendo en su vuelo hacia un mismo punto de
encuentro (véase Bigura). Uno de ellos (avitn 1) cstd o 150 millas de ese punte ¥ vuela a 450 millas por hora.
Bl otre {avidn 2) estd a 200 millas del punto ¥ vuela a 600 millas por hora.

{a) iA qué velocidad decrece la distancia eotre los aviones?
¥ En todo momento. ¢ arbitrario, se tiene la relacidn:
() = 220 + 47 (1)
derivande con respecto a t:
2dield () = 20(t)2 (8} + 2ylthy (1)
v despejando d*(t):
()= () + #ty ()
V28 + 428
Si escribimas como Yo ¢l inslante al que se refiere el epunciado, tenemes que:
ey L Tho)z (o) + ylto)y (Lo} _
dtp) = —— e =
VL) + V¥ {k0)
_ 200 x (—600) + 150 x (—450}  —1B87500

- T2Z00) + (15012 250

a'{t)=

= =750 inillaafh.
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{b) ;De cudnto tlempo dispone ¢l controlador para situarlos en trayectorias difereotes?
¥ El tiempo que tienen los avicnes para Hegar al punto {0,0] es

w0 1, w1,
600 3 vas0 3o

Es decir, las aviones chocarfan en 20 minutos si no se cambia la trayectoria.

1
5. Grafique la funcién f{z) = z5(z + 3), sefalando clarameote:
{a) Dominic y raices
¥ Dominio: Dy = R.
Rajces: =0y z=-3.
(b) Intervelos de crecimiento y decrecimiento
¥ Derivamos para conocer los intervalos de monotonia:
T+3+5z

1
fey= et g b o = T02T
5 5z%

6z+3 3 2r+1
= T =5 %
s T
E!l signo de la primera derivada lo da 2z + L. Vemos que

LTy

T=—ge un punto erftico;
1
J(z) es decreciente si z € (—oo, 7§>;

7
(¢) Méximos ¥ minimos relativos

: . 1
J{z) es creciente si & € (-7 +°o)_

1 . - . .
¥ Por lo anterior £ = —e un minime local, por el criterio de la primera derivada.

(d) Lntervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo
¥ Calculamos In segunda derivada:

4 41 zs}*1-1:r+2
5 -z 1
f”(:):g ::5x2—(2:|:+l]x5z [4 =Ex 5‘5"'5 _
5 z% 5 %3
5 —
L]
=—X—E—— =
5
LAV
PR

vemaos entonces que © & z — 2 oo los que dao el signo de la segunda derivade. Puesto que s anulan
en z =0y en =2 0os ayudamas de la tnbla sigujente para coneser los intervalos de concavided de la

funcido f(2)
Signo de

Imtervalo | z [z -2 f"(x}
ze0(<2)| - - +
0<z<2 |+ - -
£>2(>0 |+ | + +
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f(z) es obncava hacia arriba en (—o0, 0} (2, +00);

() es cdncava hacia abajo en (0, 2).
{¢) Puntos de inflexidn

¥ Por lo anterior, en z = 2 cambia la concavidad, y por lo tanto es un punto de inflexién.
(f} Méximos y minimos absclutos {si los hubiese)

¥ Enz= -% tiene yun minimo ahsoluwo,

f(z) uo tiene méximo absoluto.

(2} Gréfica de la funcidén
¥ La grifica de la funcién f(z) es

(814}

Y

o

6. Una ata de aceite tiene La forma de un cilindro con fonde plenc en la bese y una semiesflere en |2 parte superior.
5i esta lata debe contener uo voluman de 1000 pulgadas cdbicas y se desprecia el espesor del material, delermine
las dimensiones qua minimizan le cantided de material necesario para fabricarla.

¥ Usamos la figura

El volumen total consta de dos partes: el volumen del cilindro més el volumen de la semieslera:

V =arh + % x %m’s = 1000, (A)
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El material usado coincide con el drea tolal de ia superfice exterior que consta del rea de la bese, més ¢l 4rea
lateral del cilindre y €] 4rea de la semicsfera:

M=+ 2rrh o+ % x anr?, (B

Esta es la funcién o la cual deseamos minimizar. Consta de dos variables. De la relacion (A) despejamas h:

1000 2 .
=T 3 ©

= 1000 - %wr’sh:

Sustituimos este valor en (B) y cbtenemas:

M(T):rrr2+2ﬂ(w2 -3

Sty 240 5 200,

1000 2) 2

3 —Err T

Caleulamos primera y segunda derivada:

ey L2 2000 107r? - 6000
M (r)—aarﬂr—- o R

vy W 20002 2 10, 4 gop0l ;
M"Y = 31r+2(.‘r00’_‘1 = 31r+4000r3>0. minime.

Calcutamos puntos criticos igualando a oero la primera derivada:
1
3 60 6007 3
Mi(r)= 0= 10nr* —6000=0=>+"= LU ,’}_0 = (__) = 5.75882.
™ L b
Sustituyende este valer en (C):

1 1
1000 2(500)!7 1000 600 ‘g(@)s‘:
3 3

he—— == —
o

() 7o)
—(—%0;)

z
E)

es decir, hallamos que la lata con las coedicioes dades debe teaer 12 altura del cilindre igual que el radic de
la base.
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L. Resolver la desigualdad |z? —4{ > 2%+ z+ L.
¥ Este desigualded es equivalente a las siguientes:
(a) 22 ~d> 2 +z+1le 42+ 1=z¢ (-0 -5
B2 A< —(gl4z+)wzi-ds-rF-z- o2 +r-3<0.
Calculamoes las raiees de la altima cuadritica:

:_—lim_—]iSV{l
== =

4

S_¢
4 2
entonees, 227 + ¢ —3=2(z — 1) (z+g).

Usamos la siguieme tabls para resolver la desigualdad 222 + x —3 £ 0:

Signo de
fntervalo [z+3 |z 1|22 +2-3
r<-3(<1y| - - +
3., - -
—F<r<l +
r>1(>-3)| + + +

3
Por lo tanto, 2z + z — 3 < 0 se cumplesi z &€ [—5. l].

La solucién de la desigualdag original es la unién de los dos casos anteriores, & detir,

z € (—00, —SIU[-g,l].

2

2. Sean f{z) = —ﬁ & g(t) = V8 — 3, eocontrar:

fa) Dy & Dy
¥  Puesto que 36 — 2% = 0 & z = 146, tenemos que:
Dominig de f(z): Dy = {z € R |36 -z £0)} =R — {66} .

9
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Puestlo queB -3t 2 0=82 3t & g > L, entonces
Dominio de g(z): Dy ={zc R [8-3 20} = D, = (—mgl .
(b} (fog)(z), (g) (z) v sus respectivos dominios
¥  Vemos que
_ _ = (vB-3z
(foglz) = flatz)] = fIVB —3x) = BT
__B8-3x  8-3r
36— (a—3r] 28+3z
Pam que € Dy, e debon cunplir Jaa siguientes condiciones:
8
l.zeDy= (ﬁw.i];
2 0(8)e Dy v8-Ize R - {-6.6);
8 — 37 ea slempre positivo, por 1o tanto nunca puede ser igual a —6.
o 2
VYamos a caleuler cuando VB =3z =6 =28 -373=36=z= —?B .
Por lo tanio:
8
Dyoy = (—00\:—’ - {F’S—}
Ahora:
(J’)( ) ) i =
S )iz} = el = — T ——ee |
g giz) Vva -3z (36 —22)/8 - 3z
Dyp=D; |0 -{ze R |g(z)#0}.
9
Calculamos:
8 B
L DB, = (—m,i]nlk —(-6.8)| = (—oo. 5] — (-6}
2 g9(r)=Ce JB-3z=0B8-lz=0z= g .
Por lo tanto: a
D~ (-w.E) —{-6).
4z = 42 - 3z
3. Sea f(z) = T30 or' encontrar:

(a} Dominio y ralees
¥ Vemos quc
flzy =TT dr -3 dr? ~4r -3
(£ e ] ¥ e
) ri3x" + 3z —8) 2zt 432 -0

Vamos s faclorizar el numerader y denominader, ercontrande sus mices:

siz# (.
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1. Numerador 4z% — 4z — 3:

_ 42748 _4x38
8 78

1 3
477 - 3= - - =
7 —4x -3 4(I+2)(x 2).

2. Denominador 22? + 3z — 9

6 3
3T -329_|7=3
pe 2E¥ITE_ T=d
4 4 B,
- .
Asf:
2:2+3x—9=2(r+3}(:—g).
Sustituyendo,

1 3
() (e-3) e
R A i §
2({z+3) (I* 5)
conclwimos entonces que su dominio es:

3
Dy=R —{—3,0,5}.

Por ctro ledo, la dnica raiz de f es =z = —%_

(b) Puntos de discontinuidad y su clasificacién
¥ 2 =0e una discoutivuidad removible y se tiene que

ity )
1{m = lim2—= =122
2y Jiw) = L 2oy =23
3
I=zesuna discontinuidad removible y se tiene que

1

siz#()yx%g:

T+ - 1,1 2 g
1 = lim 2—2 =22" 2% Lo =2
M fe) s M e = T T
3 ==z
8¢ tiene lambién que £ = -3 es uua discontinuidad infinica.
{c) Ecuaciones de sus esintolas verticales ¥ horizontales
¥ Pueslo que .
1+ %
= =7,
xlhfm"r[z) z]—ig‘wz 1+ 2
lenemos que ¥ = 2 &3 la tinica asiutota herizontal.
Se ve también que * = ~3 es una asintola vertical. Vamos & calcular los limiles laterales para ver el

compartamiento asintético de la funcidu en oste nimero:
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Lr—=-3"=z+3<0=224+3—-0"

por lo que
o34 iye P I T
i = —— 2} = 2} = {=} =
a0 (3 - () ()
2 z—--3"=22+3>0=z+3—0F
por lo que
A u :% T
=_"i'3+‘r(z):2( oF ) =2 (0+ =) T

{d) Esbozo grifico
¥ La gréBica de la funcién f(z) es

E(x)

4. Sea f(x) = 6z° — 5z%, encontrar:

(a) Intervales de monolonie, meximos y minimos

¥ Calculamos la derivada
— 1527 = £?(30=? - 15).

Fliz) = 0z

Las raices de 1a derivada son £ =0 y cuando
= i% 25 £0.7071067 .

El signo de ia derveda lo da ¢l factor 3022 —15 = 30 (z + ?) (z - _?) )

Usamos la tabla sigmente para ver los intervalos de monotonfa:

Signo de

305?15 =0 2 = 2 %

[ntervalo 2+ 4 - J? Fi(=)
re-LcB)| - - +
-zl + - -
x> ¥E (> ~¥F) + +
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entonoes, f(r) es creciente en (—oo, —Q) ¥ en (£,+w‘).

2 2
Se tiene que f{r) es decreciente en (—g, 4)
por lo tanto, aplicando el ¢riterio de la primera derivada, en x = -z = —%, se tiene un méximo local

- 2 i . .
estTicto; y en = = £ = —, se tiene un minimo local estricto.

2 V2

{b) ILntervelos de concavidad y puntos de inflexién
¥ Calculamos la segunda deriveda:

£{z) = 1202 - 30z = 30z{4z° - 1)

41271=4(z+1)(z—1).
2 2

Para calcular los intervalos de concavidad usamos la tabla:

¥ Vomcs que:

Signo de
Intervalo z+i|z|z=3| "=
r<-MH<0<} U I -
~teren(<y)| + || - +
“LQo<cz<i] + |+]| - -
z>bxo>-D| + [+]| + +

1 1
eatonoes, f(x) es cdncava hacia abajo, /“(z) < 0, en (-m, —5) U (0. 5)

1 1
Y f(z) es adncava hacia artiba, ["{z}) > 0, en (—5,0) U (§,+oc).
Debido a que existen cambios de concavided y & la cootinuidad de [, s¢ Lienen puntog de inflexién en
::=—E,z=ﬂ)’::= E

{c) Decir si la funciéo es par 0 impar
¥ Puesto que

F(=z) = 6(~)* ~ B(—g)? = —6x° + 52° = ~(6° — 57°) = ~J{=),

tenemos entonces que f{F) ¢s una funcién impar.
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(d) Eabozo gréfico
v Lo gréfica de la funcién f(z) et

'l/ % \/ '

5. Encontrar la ecuacién de la recta tangente &

2y

PR -
2 3”3+:yr-1 bl
en ¢l punto (0. 1).
¥ Las coordenadas del punto {0, 1} satislacen la ecuscidn
2x1
a_ DL S S
2x0°=3x1 +Ux1—\ 32 5
Existe una funcde ¥ = ¢(r) deflinida implicitamenie. Vamos a derivar la ecuacidn con respecto 2 z para
obtener:
¢y oley =y~ ply + =y')
_ YTV o=
dr — 9ty  + 2 e
e ;
g gty T TV W T
4r —9yy '+ 2 e
T My A
=dz — 9"y +2w(ry—1)2 0=
H 2t
oty P W g
R e T
2 247
O - —— |y =t ——— =
ol EE TR
—4:+L]2
=y = (zy ) .
_gy’_(ryfl)’
Valuamos (0, L)
. i 2
y(0.1}=_97% =T
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¥ por lo tanto, la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (0,1) con pendiente —12—1 &

y-1_ 2 2 .
o T oYETEtL

6. Caleular f(z) & f{z) = V422 + /27 - 2z.
¥ Tenemos

S = ———
2

1
VAT LT - o [s: B v 7(_2)] -
S S P
BN/ RN [8 T ——22.] :

7. Determinar ¢l volemen méximo posible para un cilindro circular recto, si el drea toral de su superficie, incluyende
las dos tapas, es de 1507 cm?.

¥ Usamgs la figura

El volumen del <ilindro es:
V = arlh,

&ta es la funcido de la que deseamos calcular su mdxime.

El drea total es:
A= 2nr? + 2wrh = 150w, de acuerdo al enunciado.

Despejamus & de la ecuacidn anterior y la sustituimos eo el volumen

r2trh=175
g2
PR Bk
r T

Viry = mr? (? - r) = T5wr — ar?
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Podemos dezivar el volumen, con respecto a r:
Vi(r) =751 - 3ar?.
Calculames la segunda derivada:
V*(r) = —6wr < 0, cdncava hacia nbajo la grafica de ¥(r).

Para calcular los puntos critioos, igualamos & cero la derivada:

75

Vir)=0=T5r =3nr'=0=r= T =B=r=5.

Can este valor del redio, que da un méximo absoluto para el volumen, calcularnos A:

I
th—ém'EO

Pradx = A onioc -
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1. Resolver la desigualdad 2z + 5 < %
I
¥ Desde luego =+ 1 # 0, es decir, = # ~1, por lo que ~1 no pertenece al conjunto solucién de la desigualdad.
Pueden ocurrir entonces dos cosas:

o bien z + 1 > 0 ¢ bien r+ 1 < 0.

Analicemos el ¢aso primero €a que « + 1 > 0, es decir, que = > —1.

Multiplicando a ambos miembros de la desigualdad por £ + | se preserva el sentido de la desigualdad; la
propuesta es equivalenle &
14

(2I+5”I+”Sz+l

(z+1).

Esto es:
2+ 2z +5r+5<1d= 288+ T+ 5- 14 < 0= 2r% + T2 —9 <0,

Averigiiemos cuende

=T & /A 72
2:2+?::—9=D¢0r:——4rgi—~:
—18
e e X U e —g
4 4 :_ 1)

Hallemos el signo del polinomio f{z} = 227 +7z—9 en los inervalos (—oo. —g) \ (—;, 1) ¥ (1, +¢0), romacdo

un punto en cada uno de elles, digameos:

-5 € (—oo,—g),ﬂe (—%.]) v 2€(1,+o0).

Calculamos f{x) eo estos puntos:
f(-5) = 2(~52 + T(-5) —9 =2x25-35-9 = 50 — 4d = 6 > 0, ahora como el pohnomio es continuo

en R y no es cero eo | —oo, -—)‘ entonees, en todo el intervalo tiene el mismo siguo; luego f(z) > O para

z
TE 2
o5

De 12 migma maners:

9
JIOr=2%x0 +7x0-9=2x0+0-9=0-9= -9 <0.porloque f(z} <Cparaze (—5.1);
J@) = 2x24Tx2-9=2x4+14—9 = B+5 = 13 > 0, de donde se sigue que f{=) > 0 para z € (1,-+o0}-

17
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Ahora busquemos £ > —1 @ 1 € (~1, +oo), donde f{z) = 2x2+ 7z — 9 £ 0, s decir,

1€ {~1,+0)[] [—g,l] =(-1,1].

Commo se ve en la figura siguiente:

............. - mmmmmm -
|

Considerando ahora que z < —1 ¢ z + | <, al multiplicer 2 ambos miembros de la desigualdad por = + 1 se
invierte el sentido de la desigualdad, ¥ la que tenemos que reselver ahora ex:

‘2r+55%c)(22+5)(z+1)214~=~f(.1:)=‘2.r“+7:—920.

o et (o)« (=3

Lo anterior se visualiza como sigue:

Por Jo que en definitive, €1 conjunto solucidn es
9
(~eo.~—i] Ji-11).

8 4]
Como podremos verificar, -3 v | satisfacen la desigualdad propuesta, pues al bacer z = -3 kzx=1

respectivaroente:
9 14 14 .
22 | +5=—9+5=-d < — =_7:_”x2=-4,yr.amblén
2 -3+1 - 7
14 14

2x145=2+5=7%

1+1 2
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Perc en cambio, cormo se demuestra, z = =2 & z = 2 oo la satislacen:

14 14
22 = —4+5= = — = -14:
(~2)+5 4+5 1g_2+l o 14;
14 14 2
ADH+5=d+5=04 r = T =4t

2. Hesolver la desiguaidad | -2z - 4§ 2 3 - 2.
¥ Esta desigualdad equivale a las dos desigualdades
—2x—4> 32z )aprimeray —2z—4 < —(3 - 2z}, la segunda,

por lo que tenemos que resolver cada una y woir los conjuntas soluciéo resultentes.

Tresponiendo tdrminas en la pritmers obtenemos que:
Iz —423 -2z 24+ 2r>3+4 2027,

Lo cual 0o acurre pera cualquier z, de lo que se desprende que el conjunto solucido de este desigualdad es el
conjunte vacio, @

Haciendo lo mismo en la segunda tenemos:
-4 —(3-2) e ~2r-d < B+t -2x— 2w < 3+d=

1 L
“-dr€laz 2—2 S Te [_Z'+°°)'
Por lo que ¢l conjunto solucién es precisamente
1 1
el [_Z, +o:;) - [7.@) .

1 . . 1
Confirmemos, por ¢jemple, que = . &f satisface la desigualdad, poniendo en lugar de x, -3

3. Sean -2
Az)=1-21%glz) = VA — 1 & bla) = —
determinar:

{a) Los siguientes dominios: Dy, Dy & Dy
¥ Dominiode f: Dy = R; X
l .
Dominio de g: D,={IER|32—120}:[::EIR|312]}={:€R 125}:[5‘1-30)‘
¥ por Wltimo:

Dominlode h: Dn= R —{zeR|z-2=0}=R -{zeR|x=2}=R {2}




20 Célculo. Dilerencial ¢ Integral 1

{b} Las funciones: [(%)nh} (z) k& (g?h~ N{z)
¥ Tenemos que
oy () ()
()-4 HH ﬁ(';%j)l =

La 4 (z-2)2-8
_ (=3 _ Tz  (=E-2?-8 [ z-2 _
T8 . [-G=-n - V-b-z+2
\/m S e
P -az—4 [z-2
T (=-27

(' = Niz) = (FPh)(z) — f(z) = ¢*(2)hlx} — flz) =
B B T
—62+2-z+2+ 2742?25 ~42?-Tr+d

=2 N =2
4% — 227 — 121

4. Sea f(z)= P P e

determinar:
(a) Dominic y rafeea

¥ Domivio de f: come f{z) es una funcién racional su dominic es €l complemento de¢ las rafces del
denominador. Cemo

22—z —dz=x(22"-z-0)=001=002"~2-3=0

y om0 267 — 73 =0 0 x = LEVITE =L~/ﬁ=ﬂ:{

2
Las ralces deben ser Jos puntos donde s¢ anule ¢l numerador:

se tiene entooces que Dy = R — { —],0,g

423 — 222 — 122 = 22(22® — 1 — 6) = ¢ & z = 0 y también

oo LEVIFE _1i\/eﬁ_1¢7{23
T4 T T a T Ta

-5
o 3
Pera, como O € Dy, entonces las iinicas ralces son —3 vz
(b) Puntos de discontinuidad ¥ clasificacidn

-3
¥ La funcién f es discontinua en las raices del denominador ~1, 0y 3 Abi tenemos que
3
22z — 2) (z + 5)

Jm, J) = him — F-Da-n S

= Foo,
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, 3
pucs &) =‘l;i_nzl(z —-2)=-3yel z]ln_]‘ (.-r - 5) = —g s0D negativoa.

Y en cambio, el ELQ (z+ %) > 0.

Mientras que el . ll’ml (T + 1) = 0 coo valores negativos y el lim (z + 1) = ( con valores posilivas
—_ - iy Y
Por otro lado

3 3
2(’“2)(”5) AR 6 exe
3

zl:il!:(l_‘._f(:l:) = lim =4,

w0 (1—;)(1+1) ) ( %)1

A== (:+ 9)
,E‘;‘;m:*w

Puca el ]im] 2 (a: + ;) yel lim{c+ 1} son positives. Ademés lim (r —2) < 0.
z— =37 =7

ol o

por Weimo

K f(z) =
—3%

Yel lin}-n_ (:: - g) = 0 con valores negalivos; pero el lim (:: - %) = 0 con valores positivas.
z— ==}

Luego, z =-1 &z = 3 son discontinuidades esenciales: cspecificamentle ambas son infinitas; mientras
que en % = O hay una discontinuidad semovible.
(¢) Ecuaciones de sus asimotas verticales y horizontales

3 .
¥ Por lo que acabaman de ver, las rectas = = -1 &z = 7 son asiototas verlicales, y para hallar 2
borizontet calculamos:

4 2 12 2 )2
I"(el————) g2z

_ r 2 o T z'1_4~U—0:4_:2

Mg S = lp e 7tl-1$o02_£__3__270—0 P
= 2___:—;5 z zI?

luego Ja recla y = 2 es asintota horizontal
{d) Esbozo grifico
v Lagréfica de la funciéo f(1) es

C

p.,
‘
‘
]
B e T R T T

b
i
'
|

me=zzz-

2

Iy
!
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9
5. Sea f{r) = g:s — 322, determinar:
(a) Intervalos de monotonie, mdximos ¥ minimos
¥ La monotonia de la funcién nos la da su derivade:

fiE)=0z" - 927 = 023 - 1) =0 2’ =067 - 1=0«
Sr=06(z+1)x—)=0=z=048z=-1d6x=1.

Yeamos el signo do la derivada [uera de estas gres puntos criticos, aprevechando ¢l hecho de que es continua
en R

Loy tres puntas crilicos dividen al eje real en cuatre subintervelos: {—oo, —1), {—1,0}, (0,1) ¥ {1,+ec).
Elegimes un punto en cade uno de ellos y determinamos ¢l signo de la derivada en él, que serd el mismo
que tiene en todo el intervalo, ya que ahl no tiene ralces. Asi:

~2&{-m0,-1) = f{-2) > 0= f{z) > 0en {—o0, —1} = f(z) es creciente en (—00, —1);

—% e{-1,0)= f* (7%) < 0= f{z) < 0en (-1,0) = f(z} es decreciente en (-1,0);

% @)=’ (%) < 0= f ()< 0en{0,1) = f(z) es decreciento en (0, 1); y per tltimo,

2€ (1, +0) = f{2) > 0= f'(2) > Cen (1, +00) = f(z} ¢ creciente en (1, +02).

También de aqui resulta que en z = —1 hay un mdximo. pues la funciGn pasa de ser crecienle a ser
degreciente; ¥ er 7 = | hay un minino, ptirque abora Ja funcién cambia de decreciente a creciente.

. 9 813 6

El i D=o-g=21=2__%
minimo es f(1) 5 3 5 z
Y el méximo es f(—1}= —g +3= —9; 15 = g, naturalmente, pues la funcién es impar.

(b} Intervales de concavidad y puntos de inflexién
¥ De este nos habla la segunda derivada:

fh(z) = (92" — 9z") = 36x® — 1Bz = 18222’ - 1) =0 =

1
@206 —1=0w = & 4z +-5 ~ £0.707106781.
2 NE

Procedamas exactamente igual a comno lo hicimnos para discemir la monotonia de f. Sean:

se(n )

(&)
€ (0. \/Lf) y por iltimo
le (%,—v-oo) :

JP(-1) <0= f"{«) <0en (~o-o| _\/Lf) = f(z} es concava hacia abajo en (—oo, —%);

R — B3

Fr (-%) >0= f"{z}) >0en (-\%,0) = f(z) es céncava hacin arrlba en (—%,O):
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fr (%) <0= f"(z) <Oen (0. %) = f(2) ea céincava hacia abajo e (D,%);

SN > 0= f*x) > 0en (\—}.5,+rx>) = f(z} es odncava hacla arriba en (—lﬁ,—f—oo)‘

Enz=-—yenz= ﬁ bay puntos de inflexion, ya que en ellos la curva continua cambia el sentido

de su concavidad.
Los puntos ge la grifica de | son:

1 1 1 9, _am - 1
[t ()| = (g o) = (g oeons):
[0, 03} = {0,0)
[L f(L)] - (L —0‘.’424621‘2)
J2 Az T V7 iy .
{«) Decir si la funcidn &s par ¢ impar
¥ Yh velamos que era impar.

{d) Esbozo grdfico
¥ La gréfice de la funcion f{z) es

6. Calewlar f'(z), & f{z) = /422 + ST -2z
Ademds, determinar la ccuacién de Ja recta langeote a la grafica de f(z) en ol punto de coosdenadas (1,3)-

¥ Escribamos:

flz) = |az® + (27 = 22} P =

~2
o A 8z /57 =%z - 1
1) = = .
- 2451+ VT — Iz 9,/(27 — 2x)(az + VAT - 2x)

Luego, la pendiente de la recta tengente en el punto {1,3) 5

iy VI —Bo1_d0-1 _m
= s a/as Ixi5 30
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¥ la ecuacién de la recta tangente requerida &5
39 39 39 39 31
H Tt LA R e A TR N

Ohservacién: el punto (1,3} si pertenece a la gréfica de la Funcidn, pues

F =4+ VT — 2= a4+ V2= vaT8= =12

~

Un hombre se ¢ncugalra en un puole A de la orilla de un rio rectilineo de 2 km de ancho. Sea C ¢ punto
enfrente de A en la otra osilla. El hombre desea llsgar a un punto B situado a 8 ki a la derecha y en la misma
orilta de .

El homhre puede remar ep su bate cruzando el rio hasta el punwo D entre B y C. Si rema a 6§ km/h y corre 2
8 km/h ;n qué distancia debe ester D del punto C, para llegar al punto B lo mds proato posible?

¥ Hagamos un basquejo fgurado de la situacién:

n
X SRR T E AR
Ll
=
a

Quercmos hallar x de manera que el tiompo para ir de A 2 D por el rio, y de D a B por la orilla, sea minimo.
Por el teorema de Pitdgoras AD = /4 + z7; entonces, el tiempo empleado para recorrer ¢sta distancia es

V4 z
ty = ;: horas ya que

espacio recorrido
velocidad

espacio recorrido

Li leado = ’
iempo empleade tiempo empleado

. puesto que velocidad =

ket boras.

El Liempo para recorrer DB es t; =

La Funcién de la que vamos & buscar su mdximo s

T(::):t]+12=d4+1,+8ﬁ:
6 8
Su derivada es
2x L Ed 1
T = — - =0 ————— = = 6v4+x? =8z =
z) 2x6v/44+ 23 B8 64 + 22 5% i

= 36(4 + 27) = 8222 @ 144 = 64x% — 3627 +» 287% = 144 @

o=t Ba. /P

=2 2,26 km, es decir,
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£ste es el Anico punto critico.

Calculamos la segunda derivada:

1 6x2z
T = it - e _ S+wl)-6e® _ ma+6rt-62
(5/T+ ) 36{d+ z2)VA+ 2 36(4+ 20V + =2
24 2

T et At d+VArD

Observemos que 7% > 0 giempre y en particular 7{2.26} > 0, por lo cual existe un miime local en x = 2.26
km; podemos considersr que el dominio de la funcién T es D = [0, 8], pues no tendria sentido desembarcar a
la izquierda de € ni mds alld de B; luege ¢l minimo s ¢l mencr de los tres nimercs:

Z 8-0 1 4 T
=+ ——===+1=-h =13 hora;
70} 6+ 3 3 3 3 hora,
f/ ¥3 - ivs
T(2.26) = 74_'—‘52'25) + & :'26 = ——95'14 + 5% = 1.2176 bora;
] -
748 = V“;B +§5_5= 4;'584.%::1.41421352110:.:,

Luego efectivamente ! tiempo minimo se logra si desembarca s 2.26 kra de £
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1. Considere la funcién f{z) = = ¥ determine:

2z
ez
{2) El doxinin, raices e intervalos de continuidad

¥ Sudominie: Dy = {re R|2z-4 #0}={zeRjz#2}=R-{2}

Suraizesz=0.

J(z) es continua en au dominio.
{b) Asintotas verticales y horizontales

¥ Si escriblmos:
2z E 1

BT L Eo ) Rl Ty p v

f(z}

vemas que:.

g, fte] =0
por lo tanto, y = 0 es uba asintale horizontal.
Vemos también que z = 2 es una asintota vertical.

Tenemos que:
h'%-n: f{z) = +oo.

(¢) Los intervalos de monotonia, los puntes méximos y minimod (absolutos y relativos)

¥ Partiendo de

1 k3
I(z):ﬁx(:-z)i“
calevlamas la derivada
en 1 E-n -3 x2z-2) 1 {e-H-2 _
Se) =g z-2p8 TR
1o -2-z 1 T+2
45"(:-2)3‘75"(:—2)3'

El signo de esta derivada viene dada por —(£ - 2)y 4+ 2.

Construirmos la tabla:
Signo de
N
Imervale r+2 | —(x—2): fi{z)
z<-2(<2)| - +
2aeza? + + +
[z>2-0] + - -

27
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¥ concluimos que:
f(5) es creciente pera z en (—2,2); y que

f(z) es decreciente para z en (—o0, —2} ¥ en (2, +oo).

Con ¢sla informacion se ve que f(z) oo tiene miximo relativo ni absoluto y que en z = —2, f{z) tiene un
minimo local que también ¢s ahsoluto, en el punto

2 st-n = (-2.55 ) = (-2~

1
4 18"

{d) Los intervelos de concavidad y puntos de inflexién

¥ Partiendo de

zF2
-2’

S =g x

calculamos la segunde derivada

iy L Lz -+ ) x3z-2P _ 1 (z-2)—(3z+6) _
! {-7-')——5" (z - 2% =3 {z—2)* B
z_lxz—2-3:—6__£x—2.‘r—8_ r+4
2 E—27 T 27 (z-2¢ (z-2)*°

E! signo de !a segunda derivada lo produce r + 4, asi:

f(x) es céneava hacia abajo en (—o0, —4) pues f7(z) < &
f{x) ¢s cboceva hacia arriba en (—4, +00) ya que ["(z) > (;
Eo z = —4 hay un punto de inflexi6n.

(&) Bosquejo grafico y rango
¥ La grifica de la funcién f{z) es

Itx)

Y

1
Ry = [_IE‘ +oo) .

2. La altura de up objeto a log ¢ segundas, después de dejerlo caer desde 500 pies, estd dada por

a(f) = 500 — 156,
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(a) iEn qué intervale de tiempo el abjeto se encuentra arriba de 356 pies?
¥ Contestar esta prégunte s equivalente a resolver la desigualdad:

500 - 1662 > 356 = 144 > 162 < 9> 2 = 3 > || .

La solucién de la desigualdad es £ € {-3,3), pero considerando que ¢ > 0, el objeto se encuentra arriba
de 358 pies si £ € [0, 3).

(b) Calcule ia velocidad media del abjeto en el inrervalo de Liempo |1, 4]
¥ 5i efecluamos los siguientes calculos:

3(4) = s(1) _ (S00— 16 % 16) — {500 ~ 16) _ —256+ 16 _ —240
4-1 3 B 3 ]

comprobamos que la velocidad media es de —80 pies/s. El cbjero cae.

= —80,

(c) Determine la velocidad instantdnea al tiempe ¢
¥ ,En qué momento la velocidad instantinea es igual a la velocidad media calculada eu el inciso anterior?
Calculamas la velocidad instantdnea
wity = s"(t) = —32
y con ello comprobamos que
—~32t = —80 & £ = 2.5 scgundos.

Nétese que 2.5 € (1.4). Se cumple con el teorema del Valor Medio.

3. Considere ta funcién

N V13T 37 —z-1
ey = —Q@m e

(2} Viendo la tabla de valores de f, ealcule ll_l_:r%4 f(z} coo dos cifras decimales exactas

T Hz)
1.997 1.66096
1.998 1.66286
1.99% 1.66476

2 Indeterminado
2.001 1.68858
2.002 1.67040
2.003 1.6724)

v Se comprueba que :"Eni Fflx) =186
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{b} Calcule exactamente I.in; f(=), usando la expresién algebraica de la funcién
o

¥ Vemos que:

VI=zl-z-1_ JVIB-2—(z+1) " VIB-2t+i{z+1) _

12 -5z +6 ? -5z +6 VIB-z2+(z +1)
_ 8-z —(=z+1¥ N 1 =
z2-52+6 \/13—:3+{z+1)
13-::2—(::’+2::+1)K 1 _
- T -5r+6 V13- + (z+1)
—22% — 22 + 12 1 _
ST —5z+6 J13—z2+(z+1)—
=7,'12+z—6 N 1 _
“FT-8z+6  JI3-22+{(z+])
:_2(1—2)(z+3) M 1 _
(z-2z-3) JI3-F+(=+1)
= pEtd ! Gz—2A0@ A2

T VBT +iatl)
Entonces

1
V1I3-2T+{(z+1)

5 1 10
K ———— e = — = | .BBGT.
ARV | e B Sy R g

;Cudl es la vercera cifra decimal exacta del valor de} limite’

. _ T+ 3
i fiz) = lim, [“'ﬁ"

Con lo anterior calculado, podemes responder que 6 es {a tercera cifra decimal del limite.

4. Dos trenes parten de una estacién con 2 horas de diferencia. El primero en partir s dirige Lacia el norte con
una velocidad de 100 km/h; el segundo en partir se dirige hacia el este a una velocidad de 60 km/h; ja qué
razbn ests cambiando la distancia entre los 2 trenes, 3 horas después de partir el segundo tren?

¥ Usamos la figura

dixc}

¥iL)

xit)
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Para Lodo tiempo ¢, despuds que ha salido el segundo tren se tiene:
() = P+ P,
Derivendo con respecto a € tonemos:

2(8)d’(t) = (e (1) + 2y()y (1),

enlonces
d{t)a’(t) = z(8)m () + W{t)z"(e)
¥
4ty = ()= (8} + ¥ty () . {a)

d(t)

Tenemos la siguiente inlormacidn:

z(t) = 60t km, ¢t = 0 ¢5 )a salida del segundo tren; (1) = 60 Jam,/hora.

y(t) = 200 + 1004 km; cuands ¢ = 0, el primer tren ha recorrido 200 km; ‘{¢) = 100 ken/hora.
d(f) = /24 +7(1).

Usando esta informacién en (A}, para ¢ = 3:

180 % 60 + 500 x 100 114 412 kehosa.

d'(3) =
® V1807 + 5002

5. Sea f(z) la funcidn que tiene la siguienle grifica:

Determinar:
{a) Los intervalos de continuidad y o siguientes valores
Jim_f(z). lim, f(z), lim j{z), & fla)

parag=—2,a=2a=3
¥ La funciéo &s continua €a

{-eo, )| J -2 21250 ) (5. +o0).
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Tenemos
x_lif.é~ firy=12; L_11'1_1124 fiz)=13; rErg2 f(z) no existe; f(-2) =3

XEI;I_ flz) = —c0; E'EE* fix)=5; ,"_r‘; J{z) no existe; f{2) no estd doflinide;
Jm M=) =% lim, f(z) =2 lim fiz) = 2 f(8) = 4.

(b} Le clasificacién de discontinuidedes ;En cudles puntos y con qué valores se puede redefinir f(r) pare
coovertirla en una funcién continua en puntos?
¥ Enr = -2 se tiene una discontinuidad de salio.
En £ = 2 se tiene una discontinuidad esencial iafinita.
En z = 5 se tiene una dlscontinuidad removible. Si redefinimos la funcién como f(5) = 2, la funciéo se
hace continua en ests punto.
{¢) Los intervalos donde f* > 0, f°(z) < 0 y los puntos donde f* = 0 o donde no existe la derivada:
¥ f'{z) <0en{—oo,~2}, (-1,2) y en (2,4);
fliz}y>0ea (—2,-1), yen (4,+00) - {5};
fllz)=0enz=-1;
J(r)noexisteen z= -2, z=2 r=dyxr=5.

6. Un trozo de alambre de 10 m de largo ge corts ¢n dos partes. Una s¢ dobla para formar uo cuadrado ¥ le oira
para [ormar un tridngulo equildtero. Hellar cémo debe cortarse el alambre de modo que el Area encerrade sea:

(2] Méxima
(b) Minima

[nterpretar pricticaments sus resultades.

¥ Usando la siguiente Ggura

La parte = del alambre se usa para el cuadradado, por lo lante cada lado tiene longitud ;
JUECE

La parte 10 — z del alnmbre se use. para €l Lridugulo, por lo tanto cade ledo Liens longitud

(10-x) /3

{10-x) /6
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De }a figura del tridngulo, obtenemos la siguiente relacidn usando o] teorema de Pitdgoras:

10—z /10-2y? 1
h’+( ) =( ‘) :h2=§(1o-z)2—;-ﬁ(m—x)2=>

6 3
2 _ i JERY _ V3
= b= 2 (10-2) m A= 00~ ).
El 4rea del cnadrado a
I
A ==,
clz) 6

El drea del Lridngulo
V3 Vi

Ar(zy = & x base x allurs = & % 20102 x 200 - 1) = L300 - 212,
3 3%3 6 3%

El dres de ambas figuras
7

Al = Ar() + Asiz) = T+ L0 -2y
6 3%

Esta s la funcidn a la cual desenmos calcular su miximo y minimo.

Nétese que el dominio de esta funcién cs D4 = [0, 10].

Calculamas la primera derivada:

V3 V3

Alzy = l:: + 3_63 x W1 —zH-1}= :-‘z - 1—:(10— %)=

8
1 5/3 VI 9443 53
= —F — = — — I — .
8 9 18 72 9
Calculamos el punto crivico:
9+4/3 53 403
) =0 -2 == A2 4.34965.
A'lz) Ty 3 = i
Puesto que al caloular la segunda derivada se tiene
9 +4v3
YR
A¥z) = — >0,
entonces el punto critico antérior & un minire local.
Calculamos la funcidn A(z) en los extremos de su dominio:
V3 100
= = 2 4. = — = 6.25.
A(0) 361r;)0 481125y AQN0) = == 6

Vemos entonces que |2 maxima 4rea encerrada s cuando x = 10, cs decir, s6to se constroye el cuadrado.
Y la ralnima &rea encerrada s cuando ¢ = 4.34965. Se construyen ambas fguras.

28932872
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1. Para la funcido f(z) = —+—2-, determine:
z

{a) Dominio, raices, paridad
¥ Deminio: Oy = R — {0}.
Rafces:
fir) =02 42=0s= —2az=(-2)F = (21} = -3
—1+2

= —L, entoaces no se cumple ni f(1) = f{—1)

Paridad: puesto que f(1) = 111—2 =3 & f(-1) =

oi f(—1) = —f{-1). Con lo cusl, la funtién ro ez n5 par ni impar.

(b} Intervalos de crecimiento y de decrecimiento

¥ Podemos escribir.

2 +12 2
fiz) = =zt 45
x T
derivamos esta Gltitna expresién
s 2 2%-2 2ratl
Jr(:):a_g-?.: 2 =2(:ﬁl)*-—é7-—v:

el discriminante de la cuadratica 2% 4+ z + 1 es:
1P—dx1x 1 «Q=
= la cuadritica no tiene raices reales ¥ se ve que siempre es pasitiva,

Por ejemplo, en z =0 vale 1 > 0.

Por lo tanto el signo de la derivada viene dade por el factor 7 — 1.
Concluimas entonces que:
fz)<0siz€(~00,1)— {0} = f{x) es decrecienie si z € (~00,0) ¥ T € (0,1);
f'z) > 08z € (1, +oo) = f{z) es creciente si z € (1, +o0).
(¢) Imervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad bacia abajo; puntas de inflexién

2
¥ Caleulamos la segunda derivada a partir de /(i) = 25 — — = 2z — 2277

1 1 2
I 244 242 2 (z+29)z* ~23z+23)

“(r} = — = = = S = ST ST AT &
4 (I)_2+413 Tl 7 %? P

33
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1 2
La cuadrética z% — 237 + 2% liene discriminante:
2 2 .
23 —4x 27 < 0= no tiene 1aices reales y ademds siernpre es positiva.
2
Por e¢jemplo en, = 0 vale 23 > 0.

3
Asi, el signo de la segunda derivada viene dado por z + 27 & z.
Usamos Ja tabla siguiente para ver el signo de la segunda derivada:

Signo de
Intervalo - {—¥D |z | /"=
%< —¥2(<0) - - +
- <z<0) + -1 -
z>0(> —-¥2) 3 +| o+

Yemos entonces que:

Jx) > 0 8i z € (—o0, —¥T)J(0, +00) = f{r) es concava hacin arriba ahi;
f(x) < 0siz € (—¥2,0) = f{z) es concave hacia abajo ahi;

En z = —/Z hay un punto de inflexién.

{(d) [atervalos de continuidad ¥ Ja clasificacién de discontinuidades
¥ La funcién es cootinua en todo su dominio ¥ en 1 = 0 tiene una discontinuidad esencial.
{e) Ecuaciones de las asintotas verticales ¥ de las asintotas horizontales
¥ Vemos que

i flz) = tim (I2+2) = lim 1%+ lim 2=—o<J;
=0~ z—0" x r—0- =0 T

2
lim f{r)= lim (:7+-) =0+ lim E=+csc:;
r—0* 0t T =0+ T

2 2
: o= s 2.2y = 2 : ‘- .
ip Hey = Bp ( + ) g ot b 2= dees
£ = ( es una asfntota vertical y no tiene asintotas horizontales,

{f1 Mdximos y minimos relativos y absolutos

v Analizando el cambic de signo de la primera derivada, vemos que © = 1 es un minimo local. No
cxislen mAXImMas ni miwinos ebsolutes.
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(g) Esbozo grdfico y rango
¥ Lz grifica de la funcidn f(z) es:

£ix)

\

LY .

|

2. Alas 13: 00 horas, el barco A se encuentra 30 km al sur del bargp B ¥ viaja hacia el norte a 15 km/h. El barco
B navega hacia el ceste a 10 km/b. ;A qué hora se alcanza la minima distancia entre las dos embarcaciones?

El rango: Ay = R

¥ Observemos, al bosquejar une figura con estas daLos que:

BT 1. [y

-30+15¢L

la posicién inicial del bazco A es (0, —30). Eo el inslanie ¢, ¢ encuentsa en la posicidn (0, 30+ i5¢).

La posicidn inicial del barco & &s (0,0}, segtin la figura. En ¢l instante ¢, se encuentra eo la pasicién {—10¢, 0}

La distancla eatre los dos barcoy es:

d = /(-100} 4 (-30 + 151) = /100¢* + 900 - 900¢ + 225¢* = V42517 9002 + §00.




Céleulo Diferencial e Integral 1

38
Esta es la funcién de la que deseamos ealeular el minima. Sin embargo vamas a Lrabajar con la funcién D =
que tiene e] mismo comportamiento.
D = d® = 325¢% — 900¢ + 900.
Derivamos
£’ = 650t — 600 y despuds
calcizlamas el punto critico
G601 - 900 =0=L = g—gg = -:—g::l.SSS.
Sabemos que es un minimo, pussto que al caleuiar la segunda derivada:
D"=650>0
es decir, los barcos estdn mds cercanos a las 14 : 385 horas.
3. Encontrar las intersecciones con los ejes de la recta tangente 2 la curva:

L+ 22+ Ve +3+zy+y =4
en el punto (L, 1}.

¥ Primero vamos & comprobar que ¢t punto (1,1) satislace la ecuscién, es decir, que 8¢ encuentra sobre la
grifica de la funcién y = f(z} definida implicitamente.

\/1+12+v’1+3+l¥l+14=v'2+2+1+|=2+1+1=4.

Ahora vamos a derdvar implicitamente la ecuacién dada:

i 1
2z + )
2\/1+.u2+‘."x+3( /T +3
] 1
2z + -y
2\/W:2+\/m( Qm)
1 1
— 2z + )*y
. 2\/1+:2+\/:+3( 2V +3
T+ 417 :

+ay'+ytafy =0

=

=y'r+i =~

=2y

Evaluamos esta derivada en el punto {1, 1). es decir, al sustituir = L ¥ y = 1 en la derivada, obtenemos:

»ﬁ(ﬂz—\lﬁ)q :‘45(2“3)-1:
5

y(Ly=

1+4
(3 -poxw B
o4\ __1 16 __16 . _5

5 5 5 16"

La ecuacion sohictada de la recta tangente

5 3 3 5 21
y—lf—ﬁ(s—l)ny——ﬁz+ﬁ+]:y——ﬁzﬁ—ﬁ.
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. 21
Le ordenada en el origen es y = -

La abstiga en el origen es cuando:

~

& 21 =21
_E=+16 =0=-Sr=-21=r1r=

|2

!
o

4. Una particula se mueve en linea recta, y su posicién instantines estd dada por la funcién
s{() =3~ 3% +8.
(8) iCudl es la posicién de le particula cuando 5'(i) = 87

¥ Se tiene
v(t) =s'(t) = H? -6t

por lo tante
W)=8=3" -6t =837 —6t—8=0.
Los ceros de ¢ata cuadrética son:

82 [T6—A(BH-8) _ 6+ I+ 611488 [2.915
3 - [ - 6 T -09s.

Tomando el valor pesitivo:
8(2.915) = (2.915)® - 3(2.915}% + 8 = 7.277,
la perticuls se encuentra & ln derecha del origen 7.27 unidades.

(b) 1Cudl es 1a velocided de Ja particula cuando su aceleracion es cero?

¥ Tenemos que
allj =2 (£} =s"(1) =6 — 6.

Asi
aflt)=0=26:-6=0=1t=1

Tenernos entences:
v(l}y=3—-6= -3,

s decir, la particula se estd moviendo en el senlide negativa del gje.

5. Trace una posible gréfics para una funcién continua f(x) eo su dominio: {~c0, 5} — { 2,3} que satisfaga

®
H& =3, f) =5
Mm_ f(z) =0, lim f(z) =4:

L flz) =2

(b)
F=0.7@)=0 f4) =0
f{z) > 08z € (—oo, —2)
() >0size{l,4}-{3}:
Fz) < 0sixe(-21)
fir) <0sire{d,s)
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¥ Una grifica de la funcién f{z) seria:

Especifigne los intervalos de concavidad de su grafica, los méximos y minimos tocales, y absolutos,
La [uncién es concava hacia arriba si z € (-o0, =2} 1) (—2. g) Uiz,3).

La funcién es ofincava hacia abajo si x € (:—;, 2) J1{3,5).

En z =1 hay un minimo local. Es también un minimo absoluta.
En z = 4 hay un médximo local.
La fancién no tiene méximos absolutos.

6. Una placa en forma de tridngulo equiddtero se expande con el tiempe. Cada lado aumenta a razdn constanle
de 2 em/h. (Cuél es la razén de crecimiento del 4rea en el nstante en que €l valor de ésta es /75 cm??

¥ LLevemos estos datas a la siguiene fgusa:

El drea de) tridngulo es un medio de Ja base por la sliera.

A= %:h. (A)
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Deseamas que la funcidn nnterior depends sélo de r. Para esto, vemas en la figura, usando el tebreme de

Pitdgoras:
2
] IV _ 2 2_2_-"‘___§: _ﬁ.
[ ()-I-‘—’hf:ﬁ 4-4:::--'172:,
sustituimos este valor en (A)
1 V3 V3,
A= TR IS
puesto que se tiene que r es una Funcién de .
Alt) = ?r’u): (B}
derivamos con respecio a &
Aty = ? »2xa{l) xz'(t) = g x g{th % (1) <€)

Sabemag lo siguiente:
(a) =‘(t) siempre es igual 4 2 cm/h.
{b} En un cierto momeote, digamos tn, €l valor del 4rea ¢2 V75 = 5v3.
Usamas (B} para encontrar el valor del lado del tridngulo ea ese momento:
Alte) =53 = ?;2(@ = 18(tg) = 20 = x(te) = 2VE.

Sustituyendo estos valores oo {C), obtenemos la variaclén del drea deseada:

Allte) = ? % 25 x 2= 2V/15.
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z
17

1. Pera la funcién f(z) = determine
(a) Dominio, raices, paridad

¥ Dominio: Oy = R - {1}.

Rafees: z = 0.

Paridad: puesto que f(2) = % =2y f(-2) = % =L§;

o ge cumple f(2) = f(-2) ni f(2) = —f(—2). Es decir, la funcién uo es par ni es impar. Es claro qne no
puede ser par ni impar pues el dominio o es simétrico con respecto al origen.

(b) Intervelos de crecimiento y de decrecimiento
¥ Derivamos

o _ E- 1) —zfz 1))
’r(r)_(z—-—l)‘_
_{z=Dz=3)-23 -z-1 x4+l
= z-10° &-1p  (®@-1F
z+1 1

TTITEe

vemos que el signo de la derivada se proporciona por £+ 1 vy = — 1 y el signo exterior. Usamos la tabla

siguiente;
Intervalo | z+1 |z~ 1|~ |signode f'(x)
T =1{<1)| - - |- -
—1<z<l | + e
> 1{>-1) + + = -

Cengluimos ebtonces que:
La funcién es decrecienle para z € (~o0, =) ¥ T € (1, +oo).
La funcidn es creciente para z € (- 1,1).
{c) Intervalos de coocavidad bacis arriba y de cuncavidad hacia abajo; puntes de inflexion
¥ Calculamos la segunda derivada
(z - 120~ (= + 1) [3(z - 1)?]

fz) = Z-17 =
(x=1P{z-1)—Hz+1), —2r-d
(r-1)¢ T T Eo

T+2

2
:2(2—‘5F=(:+‘2)(:—_W:

13
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(4

(e

i

(g}

vemos que el signo de )a segunda derivada se proporciona por ¢l factor 2+ 2. Por lo tanto:

La funcidn es céncava hacia abajo para x € (—o0, —2).
La funcidn es concave hacia arriba pars 7 € (-2, 400).

En 1 = —2 hay un punto de inflexién [—2, f(-2)] = (—2, —g)

Intervalos de continuidad y le clasificacién de discontinuidades
¥ Lo (uncién es continua en su dominio R — {1}
1 =1 es una discontinuidad esencial infinita pues l[_:_nl fiz) = +ee.

Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales

I
— = vemos que:
2?2 -2x4+1 -2+ 1 “ a

S

lim, 1) = 0%

Y Si escribimos f{z) =

Asi: y = 0 es una asintola horizontal de f(z).
También se comprueba que £ = 1 es una asintola vertical de f(z).

Maximos y minimos relativos y absolulos
¥ = -1 es un punto critico, ya que f'{(—1) =0.

De la tabla anterior sc desprende que la primera derivada cambia de signe en este punto de mencs a
més. Con esto podemos decir que T = —1 es un minimo local. De hecho, conjuntando informagidn que

obtendremos inmediatamente, ¢s un minimo abscluto.
La funcién no tiene miximo absoluto.

Esbozo grafico y rango
¥ Evaluamos !a funcién f{x} en algunos puates:

_= [ Ji5)
0 0
-1 _ll
La grafica de f{z) es:
{x]

Cileulo Dilerencial ¢ Integral 1

o
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Rango: Ry = [-%,+oo).

2. Das l.:arooa salen al mismo tiempo y a velocided constante; uno perte de un rauelle, con direccién sur ¥ con
velocidad de 25 km/k. El olro parte a 20 km/k hacia £l muelie, desde un punto que sc eucueolrs a 100 km al
aeste.

{En qué momento s¢ encuentren mds cercanos?

¥ Con los datas, hacemos la figura

xte)

dict yic)

De ella s¢ desprende que z{t) = ~100+ 20¢ y que y(!) = —25¢.

Ademds la dislancia entre los barcos es

d(t) = (0 + G2 = (-100 +201) + (-254 .

Esta es la funcién de la que desgamos calcular ¢} minimo.

Derivamas:

2(=100 + 20620 + H{—25)(—25) _
2,/{—100 + 206)% + (—251)°

_ =2000 + 400t + 625t

T /(100 + 2007 + {-250)7

Caloulamaos los puntas crilicos, haciendo d°(4) = 0

4 =

—2000 + 400t + 525¢

:?(-—100 + 2013“ + (25n)5

= 1025(t— 1.95121) = 0 = { = L.B5121).

=0 = —2000+ 400i 4+ 825t =0 =

Vemos que la derivada cambia de signo en este punto de ucgative & positivo, cou lo cual concluimas que s¢
liene un tiempo minimo ahi.

. Encontrer las intersecciones cou los ¢jes de la recta tangeute a la curva:

[=]

3222 +6v/ZF 1+32% 3y =10

en ¢l punto (0,1).
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¥ Primero vamas n comprobar que el punto proporcionado s¢ encuentra en la gréfica de la funcién. Para esto
sustilnimos las coordenadas del punto £ =0 ¥ y = 1 &n la ecuacién

3-2x0 460+ T+3x 0 X1 —3x1=346-3=v0-3=3-3=0.
Vamas a derivar ahora la ecnacién suponiende que define una (uncidn y = f(z} de manera implicita.

1

1
—4z+ 6 )+3:2x P k2T -3y =0=
2\/372:2+ﬁ\/=+1( 2z 1 { Wy +y Y-

2,27 1

1
=0ty ey -y e —— (—41+6——)=>
2v3 223+ 6T + 1 T+ 1

-6z =

1 1
=9 -3y = ————_— (—4=+ ﬂ—)
2/3- 222 + 6z +1 2z +1
L

1
- —Az + 6 ) —6xy®
- W3- 46 R4 ( 2z + 1

sv= 9riE ~ 3
Para calcular o pendiente de la recta tangente a la grifica de la funcién definida immplicitamente que pass por
el punto {0, 1} sustituimas las coorderadas £ =0 & y =1 en la derivada anterior

1
——— (8
$10 1) = Gt s
' -3 66 6
La ecuacién deseada de la recta tangente es

1 1
y——]—g:::ay—az+l.

En esta ecuacidn,

sizg=0=2y=1;

sig=0=>zr=-6

Los cortes deseados a los cjes son (0,1) & (—6,0).

4. Upa particula se mueve en linea recta ¥ su posicidn instantinea estid dada por la funcién
sty =1 -dt—5.
(a) iCuél es la velocidad de la perticuls cuande s(t) =77
¥ La velocidad de la particula se calcula
vy =s'()y =2 -4
Parn conocer el tiempo ( en el gue la particula satislace s(t) = 7 resolvemos:
=T dt-5=T=! 4 -12=0=
St —6){t+2)=0=!=Gobleni=-2
Coumo el problema no tiene restriccioues, consideramos los dos valores sncoutrados (los valores uegativos
representau €l pasado con respecto a t = 0), entonoes
u(6) =56l =12-4=8;
wW-2) =38 (-2 =—-d~d=-8
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{b) (Cudl es | posicién de la parvicula cuendo su velocidad es cero?
¥ Ln velocidad s cero cuando:

o(t)=0=2t~d=0=t=2
La posicién en este momento e8

(2)=1-dx2-5=4-8-5=-9.

3. Trace una posible grafica para una funcidn continua f(z} en su dominjo: [~4,00) — (3,2} ¥ que satislaga:

{a)

i) =2; fy=-1
Jm, fl2)=3: lim, f{z) = +oo;
z”_"‘;f(-’i) =1
(b)
fii-2)=0;f(-1}=0:f'(2) = 0;
Flig) > 0siz e (—4,-2) — {~3); Sz} <0sze(-21)—{~1};
Jfiz)» 082 €(1.2); fl{z) <09z €(200).

¥ Upe gréfica posible de la funcién f{z) e

Especifique los intervalos de concavidad de su grafica; los maximos y minimos Jocales, y absolutos.

fiz} &= obncava hacia arriba en (—% —l)‘ (0,2) ¥ (3. 4+o0)k

3
f(£) es céncava bacie ebajo en (—4.‘5). veo (—1,0)

Hay un méximo local en z = —2 y un minime local en £ = —1 que es minumo absolote.
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6. Una placa en forma de wridngulo equilitero se expande con &l tiempo. Cada Jade aumeota & razén ¢onstante
de 2 em/h,

¢Con qué rapidez crece el drea cuando cada lado mide 8 cm?

¥ Veamos esos datos con la siguiente figura

De ¢lla tenemos

El érea del wridngulo es un medio de ia base por la altura:

A= lz£:¢= ﬁ:r’.
272 4

Eslamos suponiende que los lados z deptnden del tiempo z{¢), de becho crecen. Por lo tanto, el 4rea también
depende del tiempe:
i

—3:’(1).

Al = 2

Derivando con respecto a ¢ tenemas

A'ft) = ?'ZI(L)I’(L) = ‘—? x z(€) % '(¢).

St suponeines gque en un tiempo ts, no conocido, se Liene z(ig) = 8, en ese tiempo se Liene también z'(tg) = 2.
Por lo tanto:

A'ltg) = -‘;—3 ® zlts) x ©'(ty) = ? %3 %2 =83 13.856406 cm?/bora.
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zl

-3 !
> determinar:

1. Dada la funcidn definida por f(z) =
I

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento; mdximos ¥ minimos locales; intervalos de coneavidad hacia arriba
y de concavidad bacia abejo; punlos de inflexidn; asinlotes verticales y asinlotas horizoatales. A partic det

andlisis anterior, bacer uo t3boze de la grifica de f.

¥ Dominio: Dy = R - {0}.
Ralces o ceros de f{1)

rf-3=0eo1'=3cz|=vicr—+/3.

Podemos escribir

Derivamos

1
Fla)=-z2+9z7 ' =-5 +

I

y de squf calculamos los puntos eriticos:

=z -

.

Floy=te -1 +9=0wil=0e|z|=3s =23

El signo de la derivada vieoe dado por la expresién - (2% — 0) =

~{z + 3)(z - 3). Usamos enlonces la tabla

Signo de
Inlervalo | —|z+3|z-3| —(z+3){z-3)
z€-3{<3) | ~| - - -
d<z<d |—| + - +
>3 (>-3) |- | + + -
Vemos colonces que
f(z) & decreciente para £ € (~o0, —3) y pare x € (3. +o0)
Jf(z) es creciento para z € (—3,0) ¥ para € (0.3).
Con estos datas concluimos que
z = —3 ¢s ub minimo Jocal;
£ =3 e5 un méximo locsl.
Para calcular ls segunda derivada, derivamos (+):
“{e :2:*“—30:":3—§=m.
" 2T

49
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[Para calcular los puntos de inflexion
FiUz) =0 A - 18) = 0ot ~18=0& z=23V2
La segunda derivada se facloriza entonces

[ = 2(z+3ﬂi(sz —3ﬁ).

El signo drt Ja segunda derivada viene dado por z--3v/2, z —3+/2 & 2. Usamnos la tabla para conocar el signo

de [(z)

Signo de
Iniervalo e+3V2 |z |x— 3ﬁ ()
|72 -1/21<0<3v9) - - - ]
| 33 <z < (1{< 3/7) + - e T
} <ﬂ"<x<3\/§ + = =
| %> 32 (> 0> —3v2) T ¥ T

Vemos entonces que

J{x) s conceva hacia abajo para 1 € {—oo, —3\/5) U (0,3\/5);
J(z) es odneava hacia arciba para = € {(—3v2,0) | (3v2,+o0)}.
Con es10a datos concluimes que

r = -3/2 % x = ~3/Z son puntos de inflexitn.

Calculamos

2
Tt ~3

lim ry = lim = 0%,
i Sl = lim = =0
Por lo Lanto, ¥ = 0 ¢ una asiniota horizontal.

Vemos claramente que una asintota vertical es £ = 0 Calculamos los siguiente limites para ver los compor-
tamientos lalerales de la funcién en esic caso

Jim (=) =" (;—_J) "=+,

Con todo la anterior vanios a hacer un bosquejo de la grifica.
Calculamos la funcién cn alguncs puntos:
x | [flx)
Vil oo
3 102222
3v2 | 0198
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La funcidn es impar.
Le grifica de la funcién f(z) es.

2. Un trozo de alambre de 10 m de largo, se corta en dos partes; una se dobla para formar un cuadrade ¥ In otra
pare formar un triingule equiliterc. jCudnto debe medir cade parte para que el drea total encerrada sea: (a)

mixima, (b) minima?

¥ Tomamos un alambre de 10 m de Jarge ¥ lo dividimos en dns pedazas come & ve en la figura sigulente:

Con log pedazos fermamos las figuras:

(10-x)/3

®/4

HAG

{10-%} /6

T o .
Si se tiene una pedazo de alambre de tongitud x y formames un cuadrade, cada lado mide T §i se liens

otre pedazo de elambre de longitud 10 — £ y formamos un triingulo equildlere. cade ladn mide

. Para
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[

calcufar Ja altura del tridngule usamos el teorema de Pitdgoras, con lo que tenemos:

1 ? 2 3
h?=[5:10-z)] -[%(m—,—.)] :(%—%)(10-;)’:3—5(10-%:
V3

= h= ?3(10—1).

El 4rea encerrada por ambas fizuras es;

ey? L1 V3 1, V3
Am:(z) +5x 300 -zpx (0 -5y = gy =

(10~ )%
Esta 3 la funcidn de la que deseamos calcular su mdxime ¥ minimo absolulos.
Dominio de esta funcién: Dy = [0, 10].
Cuando = = 0, formamos sdla ¢l tridngule y ¢uando r = 10, formamos sélo ) cuadrado.
Calculamos Ja derivada

0V3 V3 _914vE 5V

Atz = é::-i- %3(10—,—.)(4) = éx— ov3

18 BT T2 9 o

Caleculamos la segunda deriveda

T2
Lo cual nas indica que la funcién A(z) es céncava hacia arriba. El punto critico que encontraremos seré un
minimo absoluta.

Igualamos a ¢ero la primera derivada usando {=):

9+4V3_ 53 40V3
= T V7

Es necesario evaluar la funcion A{z} en los extremos de su dominio para compararlos entre si:

2
Al0) = 5T\/3 = 4.811.
Al10) = % = 14—0 = 6.25.

Eveluamos en el minimo también

A( 40v3

= 2.T19
9+4J3')

¥ entonces:

(a) El drea mdxima encerrada es cuando formamos un cuadrade de lado 14—0.

(b} El Area minima encerrade es cuando se forma un cuadrado con un perimetro de longitud 9+Ldf§ y

el resto del alambre [ormamos el tridngulo.

. De acuerde con la teoria de la relatividad, le masa m de un abjelo que viaja a una velocidad v, estd dada por

dande mg es la masa del objetc en reposo y ¢ es la velocidad de la luz.
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{a} Explicar qué ocurre cuanda v se acerca o la velocidad de Ja Juz
¥ Calculamgs

lim m = Jim 20
ey =

(b) Explicar por qué sdlo tiene sentide caleular lim m
¥ Puesto que v < c. e

= feo.

4. Un incendio ﬁ.)rats.] s extiende en forma circular, con un radic yue aumenta cm una rapidez de 5 pies/min.
[,.Coo qué rapidez ests cambiando el drea incendiada, ciando el redio es de 200 pies? [Estd avmentando o
disminuyendo?

¥ La figura relacionada con el incendio ca:

La relacidn entre el drea del incendio y el radio del mismo es
Alry = =t

Pero el radio estd cambiando & wna velocidad conocida de 5 pies/min. Es decir, depende del tiempo, es una
fancién del tiempo. Por lo tanto &l drea depende también de) tiempo:

Aty = (1),
Pedemos entooces derivar esta expresicn
A'(t) = 2ar(t)r ().

Es5ts £9 una relacidn entre derivadas para todo (.
En particular, en un momento {y s¢ tienen los datos eapecificados en ¢l enunciado:

A'{lg) = 2rr{tg)r'(fe) = 2 x = x 200 % 5 = 2000 x r pics®/min. > 0.

El drea eatd aumentando en ese momento fo.
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5. Sea f: R — R una funcidn continua en R cuya primera decivada /' liene la sigwiente grafica:

i
e

|
®

[ SR,

»
-
.
o

A partir de esta grafica de f, determinar dénde la funcién f es creciente y donde & decreciente. Explicar
ademds, ¢dmo s la langente a la graficnde fenz= -2, z=~1, =2 & z=3.

¥ La funcidn es cremente cuando la derivada es positive;

para z € (—00, ~2) U {2, ~1) U (2. +ox).

La funcién es decreciente cuando la derivada es negativa, ¢a decir, para = € (—1,2).

En z = -7 !a tangente es vertical.
En z = —1 la tangente es horizontal, paralela al cje x, con pendiente cero.
De hecho Liene aqui un méximo local porque la derivada cambia de signo de positivo a negativo.

En r = 2 la ;angenie es horizontal, paralela al eje z, con pendiente cero.

De hecho tiene aqui un minimo local porque 1a derivada cambia de signe de negativo a positivo.

En z = 3 la taogente no existe. La grifica tiene un 3alto. Por la izquierda tienc pendiente &= 1 y por la derecha

tiene pendiente =z 3
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1. Dibujaz una funcién f{z) que cumpla las condicicnes siguientes:
i f(x) = teo; Mm f(2) = —oe;

flz) Liene una discontinuidad removibic en z = 0 ;
lim f{z}=1%; lim f(z) = -2
T——00 Ednba--1

¥ Una gréfica posible de la funcién f(z), con esas condiciones es:

v

P

/~

P

-z
Y
¥ 5i tralames de calcular ¢l litnite por evaluacidn ablenemos:
-1 vrgy© a gy
g—l;?‘—l = (6) , una indetermioacién (ﬁ) .
Esto nos dice que los polinomios del numerador y del denominador, smbos, Lieren la rajz comiin z = 1. En
este cas) e3 ficil encontrar In factorizecién del [actor comin 5 — 1:

2. Caleular li.m1

-3 x{z-1) =
-1 {z+lz-1] z+1
Le igualdad anterior se cumple para x # 1. Por [o tanto podemos usar esie hecho para calcular ef limite.
Yo =% gy =5 = LR}
L R N N

55
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3 8
mr—r siz<l
Hz) =45 siz=1
2mr+n siz> L.

Encontrar log valores m, n de mode que la funeidn sea continua. Graficar la [uncién eontinua obtenida

¥ [Esta es una funcién que consta de das “pedazos™ y ambos son funciones conticuas. De hecha son rectas.
Pora que lo funcidn sea continua en todos los reales se debe cumplir:

Jim flz) = f(1) = Um f(z).

La igualdad de )z izquierda nos proporciona;

m-—n=>5
La igualdad de la derechs nos proporciona:
§=2m<n.
QOrdenando, tenemas:
m-n=235
2n+n=1,
. " . - . 10 5
e decir, un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas cuya solucién es: m = 3 & n= -3
La funcidn cor estos valores es 0 5
—z+ 3 szl
flry=<¢3 siz=1
20

—I*E sgiz>1l
3 37 ’

La (uncién f{z) con esos valores tiene la siguiente grafica:

(=)

4
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4. Enconttar la derivada de la Funcién flz) = zj—_‘;g;—,

¥  Derivames

. (VE+372 (2_\’/2) — (VI 4 )2VE +3) (hi_) )

ENZ;
vz + 377
_Ee9) {(ﬁﬂ)ﬁ—(ﬁﬂ)%] i
(vz +3)7 =
YET3 VIl T3 -2vi4))
L%z Vi 2V3
E+rar  (Jziap

—Vz+1
VTN

5. La altura de un proyectil lanzado desde el nivel del suel¢ estd dada por
s{8) = —16¢ + 2561,
en donde s se mide en pies y ¢ en segundos.
(8} (Cudl es )b velocidad media del proyectil entre t =2 & ¢ = 57

¥  Calculemos: 5 2
8(5) ~ B8O — 448 432
% == =37 144 pies/segundo.

(b} {En qué instarie choca contra el suelo?

¥ Resolvemos:
~ 1617 + 256¢ = 0= [(—16L + 256) = 0.

Una salucidn es ¢ = 0, cuando se suelta el proyectil. La otra se encuentra come sigue:

=16+ 256 =0 = ¢ = % = 16 segundos.

(c} ;Cudl &3 la velocidad del impacto?
¥ Colculamos la derivada 5'(t) = —32¢. Por lo tanso:

5'{16) = —32(16) = —512 pie/segundo.

Dada la funcién f{x) = 1% + x — 1, verifique que existe un miimero ¢ tal que f{c} = 0. Es dear, justifique que
la funcién tiene una rajz.

&

¥ Evaluamos la funcién f{z) en algunos puntos.
5| flz}
0] -1
1 1

Vemos que f(r) es upa [uncida continva ¢n el intervalo [0, 1] con valores de signo distinte cn log extremas;
aplicando el teorema del Valor Intermedin, se asegura la exittencia de ¢ € (0, 1) wl que f(c} = 0.
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Vedmos la grifica de f{x) en ese intervalo:

£ix}

i

1

L)

7. Encontrar una ecuacién de )a recta langente en el punto (—2,2} o la grdfica de la funcidn definida por

'+ = 24

¥ Vamos a comprobar que el punto dedo (-2, 2) estd en la grdbica de la [uncidn, definida implicitamente:
(-2 +2=16+8=24
Derivamos la expresién implicilamente

Y 4zt
"=—’3+3!r1y’=0=73u2y':-4Z‘=’U'=‘5:—:.
¥

Para calcular la pendiente de la recta tangente, evaluamos la derivada en (—2,2):

. _4(=2P’_ 4-8_8
LARCE A B

La ecuncién de la recta tangente es:
v-1 8 _2—§r+E: S8 2
ro(—y 3 YT CTITTRTYTE

El gjercicio no pide hacer los cilculos de manera implicita. Sin embargo eo este ¢aso podemos despejer y en
funciédn de x:

ylz) = VU -z = (M- z“ﬁ.
Derivamos:

y' = %(24 ﬁxf)-%(_m).
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Parz caleular la pendiente de la recta tangente, valuames la derivada ¢o = ~2:

vi-2)= % (26 - (-204)7F [ _2p%) = 333 x ==
81

w
ol
x
P
]
wite

¥ 1a ecuacién de la recta tangeate se caleuls como anles.

8. Sea la funcién
Slxy =23+ 622+ 3x 4+ 1.

(=) Enofmtra.r los intervalos de monotonia de la Ruwcidn, Es decir, aquellos intervalos donde la funcion es
creciente y aquellos doode es decreciente
¥ Derivamos
flzy =32 + 122+ 3 =3z +dz 1+ 1).
Para caleular los puntay criticos calculamos los ceros o reices de la derivada, usando la férmula de la
cuadrdtica:
R E szl' 1_-4 122\/5 - 2e5e {—g.:gg

Con eslas rafces lp factorizacién de la derivada queda como sigue:
@ =3 az ) =afe- (-2~ Vi) [z - =2+ vE)] =
=z + 24 VI +2-3).

Para conocer los intervalns de monolonia, usames Ja siguente tabla:

Signo de
Intervalo 2 {(~2~-v3) |z (-2+vV |22 +az+1
e —2- Vi< -2+ - - +
—2-V3czc—2++3 + ~ -
> -2+ V3> -2-3) + + -

Por lo Lantn, la fuacién f{z) crece para © € {—oo, =2 — v3) ¥ para 1 € (—2 + /3, +oo);
pero decrece para T € (f‘27\/§. -2+ \[3}
{b} Encoovrar los inlervalos de concavidad de la funcién. Es decir, aquellos intervalos donde la funcidn e
céncava hacla abajo ¥ aquellos donde es cdncava hacis arriba
¥ Calculamos la segunda derivada

fP(zy=6z4-12=6{x+2).

La daica raiz es z = —2.

Se ve claro que

J"(z) < 0 para 5 € {—oo, —=2) a sea & oincava hacin abajo ahi:
f”(x) > 0 para 5 € {—2, +00) 0 sca e cdncuva hacia arriba abi.
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(c) Bacer un bosquejo de la gréfica de la funcién
¥ Eveluamos la fuocidn en alguncs puntos

x f(=)
—2- 3| 2139
-2 1
—2+v3]| 06
0 1

v damos un bosquejo de la grifiea de la funcién f{x):

9. Una escalera de 3 m se apoya sobre un rouro de una casa. El pie de la escalera se separa de la base del muro »
razdn de 2 mfs. ;A qué razon se desliza la parte superior de la escalera por e muro, cuendo el pie de la misma
estd a 1 m del muro?

¥ Visualizamos la informacién con la figura
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Enl lodg instentd ¢, la relacién que guardan la variables de la figura es

)+ =9

-
De aqui pedemas derivar con respecto a ¢

()T (1) + 2y (1) =0 =
= 2ty (L) = ~2z(L)x’(t) =
sy _ _ Elez)
+y'l) = Rl
En un liempo & no determinado se cu.mp_lc__que
z'{tg) =2 mysegundo;

1

®{ts) = | metro;

ylto) = VI -1 =B
En cse instante podemos calcular
_x{to)"(t0) __lx2

az ~0.707 m/segundo.
o} 7 /

¥t =

. Encuentrs las dimensicnes de la lata cilindrica para juge y que utilice la menor cantidad de mesterial cuando ¢l

volumen del envase es de 30 cm?,

¥ Sealafigura

El volumen del cilindro cumple

V = wr?h = 30.
El drea de la base mide
Ap =778,
£l 4rea lateral mide
Ay =2arh

La canlidad de materinl que se usa en el bole es el drea ol

Ar =24, + Ap =277 + 2rh.
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Esta es la funcién de la que deseamos calcular el minimo. Pero se encuentra en funcion de dos variables.
De la relacidn del volumen despejamos arbitrariamente b y oblenemos:
30
h=—. *
7rt ™)
Sustituimas en A7 y nos queda una funcién de r
30 60
Aplr) = 2077 + 27 % — = et 4 —
ar r
derivamos
Ab=dpr =2
T = =
¥ caleulames la segunde derivade 2 120
" T _
Aq-—47r+60574n+r—;>0.
Lo cual nos dice que la funcién Ar(r) &3 concava hacia arriba. por lo que el punto ¢itico que vamos 8 encholras
€5 un minimo absoluto.
Igualamos e cero |2 primers derivade y despejamos

3
4nr—6—8=0:hr—,5‘)=0¢41r3—60=0=
r T

1
{15 (15)5
=r=y—=|-—-1 .
" ke

Este es el radio que genera el drea minima. Para encontrar |2 altura de la lala sustituimos en {+).

15 1
h=L=2 T =2(E)3:2r.
"

(] @

Es decir, la lata con material minimo ticoe Ja altura igual & dos veoes €] radio de la base.
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1. La posicion vertical de una pelota estd dada por
h{t) = 128 + 16: — 162
e donde ¢ se mide en segundos y k{f) se mide en pies.
iDurapte qué intervale de tiempo estard la pelota por lo mencs 32 pies arriba del suelo?
¥ [ara resolver la pregunta planteada se resuelve la desigualdad:
h{t) =128+ 16t - 1667 2 32 4> 06 + 16t — 16t > 0 ¢ —96— LG4+ 168 <0
©16(P -t —6) K0 ¥ —t~6<0w (t-3)(t+2) <0,

Las raices de la cuadrdticason t = -2 §& ¢ =3.
Para resolver la GlLima desigualdad usamos la labla:
Signo de
lnt‘ervaln t+2 -3 | (t+2D(t-3)
i< ;2 (<3| - - +
—2 < t(;’i‘ . + - kx
t>3(>-2| + + +

La solucién es ¢ € [-2,3].
Pero como ¢ > 0, la solucién defimitiva es ¢ € [0, ).
Si venos la grifica de de la funcién Ait)

nlct) = 128+16L-16t?

'
128
.
12 == A by

0"
1Y
HIY

] R =

63
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[¥]

«r

. Calcular lfrul

. Si flw) =

la pardbola se encuentra arriba de la recta y = 32 para ¢ € [0,3].

2 taz—7
#-1

¥ Si tratamas de calcular el limite evaluaado la expresida obtenemas:

BUPFA) =T 0N gy
1P —1 i , une indelerminacién 5)

Por tratarse de unp funcido racional, este resultado nos invita a factorizaz el numerador ¥ ¢l dencminador,
sabiendo que ambos polinomios tienen el factor z — ).
Para ¢l dencminador el resultado cs [eil: 22 ~ 1 = (z - 1)}{z + 1).

Para €l numerador, efectuamos la division

3z+7
DY s
=32 + 3z
Tr—-17
~Tz+7
0.

O sea que la lactorizacién del numerador es 322 + 41 — 7 = (z - 1)(3z + 7).
Can estos resullados obrenerncs:

32844z -7 (z-1){8z+7) _ 3z+7
-1  (z-E+1) z+1°

Abora sl podemos calcular el limite usando esta dltime expresion equivalente n la primera, pare = # 1

34T MHL+T 10
y _ _lo_
Szl 1+1 2

Ifm
—1

3% pdx -7
2’2_

Vw+1l+3

E STt calcular £'{1).

¥ Derivamos

. (z.:ﬁ +o) (VT4 3) 2w + 12w
[{w? + 1)
T T

{w? + 1)

ﬁ—&w(‘/w+l+3)
_ 2w+l

{w? + 1)

J'w) =

(w? + 1) [(w2 + 1)
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¥ entonces
VAL W TET+3 L —etE 4
oy - AT I A
(12414 2¢ -
1
_ ﬁ‘ﬁ‘/ﬁ‘ 13~u.7071—8.a353- 1B e
16 = 16 Ak

4. Sea la [uncign
ax+1 siz< -1

glz)={c size|-1,1}
z+2 siz> 1.
Encontrar los valeres a, ¢ que hacen que la funcién g(z) sea continua en 10dos los reales.
Dar un bosquejo de la gréfica de ¢{z) con los valores encontrados.

¥ Las fronteras de los “pedazos” que definen la funcidn son z = —1 & z = 1. Se ve claramnente que cn los
tres “pedazos” 1a funcidn es continua. Para la continuidad en todos los reales se debe cumplir:

lm g{z)= Llm giz)=g(-1) & lim g(z)= lim g{z) = g{1).
1= ==l z—1- o1t
Esto s traduce en
a+l=c
£ = 1 4 2 respectivamneule;
resolviendo
c=3:
a=2.
la Funcido es
26741 siz<-—l
glzr=13 size (-1,
T+2 Biz>1:

ls grafica de )a funcién g{r}

g{xl

|
|
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5. Sea v = f{z) definida implicitamente por:
izt byt =5
Obtener la scuacién de la recta. Langemte a la gréfica de esa funcidn en el punto (—1,1}.
¥ Derivando
4z% + 323y + 3%) + 317y = 0 = 42° + 62y + 37y + 3y =0 =

ay . dz‘3+6::y
=3+ 1Py = A - bzy =y = T )

¥ evaluando €n el punto (-1,1)

: A1 s-L) . —4-6_ =10 5
A i Ty (y ¢ M

cal¢ulamos la ecuacidn de la recta tangente

@

y-1 5 5 5 5 5
_y-r L2 —1=2 = 2z+2 =242,
To-n T3 ¥Tlm e =g g =T g

@

. Dada le funcién f{z) = —o + 4z + 2,
obtener un iotervalo en donde la funcién Lenga al menos una rafz. Jusiifique su respuesia.

¥ Evaluamos f{z) en alguncs nimercs

x | fimy=—2%+4z+2
-1 -1
0 2

con lo que comprobamos que f{T) es continua y cambia de signo en el intervalo [—1,0]. Usando el teorema de
Valor Intermedio se garantiza que existe una raiz de f{z) en ese intervale.

Veamos ia grafica de In funcién f{z}):

Lix)

Q



Recuperacién, evaluacién § 67

El resultado garanti i i : i
o ddndg izn la existencia de la rafz: no Ja caleula, Se garantiza el corte de la gréfica con el eje . No

7. Se infla un globo esférico introduciendo aire a razdo de 50 cm? i
<m?/s. Caleular | i
globo cusndo su difdmetre es de 26 centlmetros. g Fular o apdes de combuo delsodio 4t

¥ Dibujemos la correspondiente Ja figura

Se sabe que el volumen de uns eslera es V = %m'a.
Considerando yue et velumen y el radic cambian coo el liempn, tenemas entonees:

4
Vi) = §m“(1).
Drerivando coo respecta & {:

Vi) = gwsr?(:;r'(t) = e ().

O sen.
i YO
rie = dxr(e)
Segin log datos proporcinnados V'(t) = 50 em?/s. en 1odo momento; entonces existe un momenta, Jigamos {g
cuando el didmetio 2r(tg) = 26 = r(ta) = 13.

Para ese momento tn calculamos In vanacién del radio:

V(L) 50

r'lo) = ) = & = 0.0235 con/scgundo.

8. Dar un besquejo de la grifica de naa funcién f(z) que cumpla las siguientes condicioncs:

o f'{z) > 0 pasa T € {—o0, 2} U(-2,4);
s f'{z) < 0 pare £ € {4, +o0)
» f(r) lienc noa asintols vertical en 7 = -2
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* ¥ = | es ypa asintols horizontal de f(z).

¥ Bosquejo la grafica de la funcién f(z), con les condiciones dades:

¥

9. Un terreno rectangular estd delimitado por un rio ¢n un lado ¥ por una cerca eléctrica de un solo cable o los
okros tres lados.
;Cudles son las dimensiones del 1erreno que nos dan el drea méxima?

;Cugl 8 la mayor drea que puede. cercarse con un ¢able de BOD m?

¥ Veamos la figura siguicute

El drea del rerreno.
A=z
El perimetro del terreno:

P =1+ 2y =800 m, seghin los datos proporcionados.

De aqui oblenemos:

z = 800 -~ 2y.
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Sustituyendo en la férmule del drea:
Aly) = (800 - 2y)y = 800y — 247,

Afy) es la funcidn cuyo radximo deseamos calcular.

A'ly) = 800 ~ 4y;

AP =—-1<0.
La segunda derivada es negativa, el punto ¢ritioo serd up méximo

A'(U):0:800—4y=0=y:%9='200
Para calcular la longitud del oiro lado de terrene (la z), sustituimos:

1 = 800 — 2(200} = 400 = 24.

Por lo tanto, las dimensiones del térreno que noa dan el Area méxima son = 400 & y = 200.
La mayor drea que se puede cercar oon cstas condiciones es de A = 80000 m?.

10. Sea la funcidn f(z) = 3=' + 837,

(a) Proporcionar el dominio y laa raices de la funcién
¥ Dominio: Dy = R.

Las refees de f(z) = 3(Iz+ ) son s =0y z = -g.

(b} Proporcicner los intervalos de morotonia
¥ Derivamos
Fiz) = 1207 + 24zt = 12(z” + 227) = 12037 + 2).
El &nico factor de la derivads que nos proporciona cambio de signo es £+ 2. Por ello el inico valor extremo
s¢ encuentra en = ~2. Se ve de inmediato que:
J(x) es decreciente en x € (~oo, —2)
f(z) es creciente en = € {~2,+00).

(¢) Proporcionar los intervalos de coocavided
¥ Celculamos la segunda deniveda

FUix) = 12(32? +41) = 1223z +4) = 36z (: + ‘%) .

Para ¢l signo de la segunda derivada usamos la tabla

Signo de
[ntervalo I+§ z :(=+§)
z<-$(<0)| - - +
—%<:<0 + - -
r»0{>-§| + |+ +

De esto concluimos que
f(z} ea cdncava hacis arriba en {-o0, — 31 U0 +oe)
J(2) es concava hacla abajo en {—5.0).
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{d} Propor¢ionar los méximos y minimos absolutas y relativos
¥ J(z) no tiene méximo absoluto.
£ = —2 ¢5 el linico minimo local y absoluto.

(e) Dar un bosquejo de la gréfica
¥ Evaluamos la funciéo h(z) en algunos puntos:

x | f{z)=3z"+ 8z3
-2 -16
-4/3 —9.48

y dibujamos la grdfica de la funcién f(z):

U'3\ -2 -4/3
B

-9.48

_16
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1. Una pelota se deja caer desde un edificic. La posicitn de la pelota en cualquier instante ¢ {medido en segundos)
estd dada por s(t) = 122.5 — 4.9¢2, medida en metros, t > 0.

(2) Darla aliura del edificio
¥ Estd implicite que la pelota s suelta cuando ¢ = 0. Asi la altura del edificio es:

(0} = 122 5 metros

(b) ;En qué intervalo de riempo la pelota esté por lo menas a 113 m sobre el suelo?
¥ La pregunia se traduce en resclver la desigualdad:

s(t) > 113,
O sea:
1225 — 4.0 = 113

Resolviendo la desigualdad

95
12251132497 = 1.4 = 52 I

y extrayendo la raiz cuadrada
1.3¢2 el
logrataos la solucién de esia demgualdad, s decir,
t e {—1.39,+139].
Pero tenemos que t > 0, por lo que la solucidn final cs

L€ [0 1.39].

71
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Si vemos la gréfica de le pardbola s(t):

aft) = 122.5-4.9 ¢!

La parébola se encuentra arriba de la recta y = 113 para ¢ € [0,1.39].

T v‘:+l—l)
2. Calcular o! lmit te: i —_—
alcular ol Nmite siguiente: T%(_m_W

¥ 5i tratamos de calcular el limite por evaluacdn, resuita para z = 0:

% = 12_+12 = ((0—)) , una indeterminacién de la forma (g) .

Por pasas, racionalizames el numerador:

VEFI~1  VEFI-1 JEri+1
vz +4+ -z +44+2 VT +1+1

_ (z+1)-1 _ z

TVERTADE ST (V14 D2 VE )

« o

Si tratamos de evaluer, obtenemos de nuevo una indetérminacién de la forma (-) .

0

Ahera, racionalizamos el denominador:

z '2+\/m_
(VI I+ )2~ vVzrd) 2+vz+d
{2 4+ V& 1 4) 2+ VT +4) 2+V/zHd

TWETIADA—(z+4A)  (VzF1+D(-z} Jz+l+1
Podemos ya caleular el limite usando esta expresidn equivalente, para T # 0:

. VI+l-1 . 2+ +4 +2
o, il mT

4
M s e
—vzta+2 VZFL4L 1+ 2
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3. Calcular el limite siguiente:  lim {774 z - ).
PR

¥ Transformamos la expresién

F N el L L
S M ~ - o~

7(':21:\—:2 £

VETtr+r Viliz stz

¥ dividiendo entre = numerador ¥ denominador:

podemacs caleular el limite:

. 1
lim (Vzl4+r—z)= lim ————— =
—foo

s pos 1
1+ >+1
T
1. Sca la luncién
3 si0€ -1
g =aat* +bt+1 si —1<(<?
] sit>2.

(a) Encooirar lag valores a, b para que la funcidn g(t) sea continua en todes loo reales
¥ Las fronteras de los "pedazos” que definen la funcion son ¢ = —1 & { = 2. Se ve claramente que los
tres "pedazoy” son (unciones continuas, Para la continuidad en 1odas loa reales s¢ debe cumplin:

lim gt} = iim gli) =g(-1} &

-1

Wm gle) = lim git} = {2}

Esto se traduce en

F=e—-b+1
da+26+1=23.
Ordenamos eatas condiciones
a—b=2
da+2b=12

Rasolvemos este sistema de dos ecvaciones con dos incjgnitas:

a=1
b=-1.

(b} Con los valores encontrados, dar la gréfica de la funciéo
¥ Con estos valores la funcién es
3 sitg =1
gity=qr-t+1 si ~1<ta?

3 .
| s> 2
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y li gréfica de la funcién g{t) es

gt}

i

5. Derivar la funcién f{z) = 9+(:+1)=+:23’l.
¥ Derivamos
. 1 2% —1){1) - 3{2x
f(z):m[zu+x)]+3{—T¥}l)T’£J=
_ T41 LEE=1-222
TArEeE @
_ z+1 +q—z’-l -
Vat+1)? (#F-1)?
z+1 LN

StEtiE (-

6. Existe una funcidn y = f(x) definida mplicitamente por la expresién:
2 1
Ty +y’ = i
Encontrar la ecuacién de la recta tangente en el punto (9, 3).
¥ Derivandn:

24Ty +1xY) +3Py =0= (z+ 37 )y + 2z +y) =0 =

2r+y

"= (22 [
= (z+ 3%y (2z+y) =y T o7

y evaluendo en el punto (0, §):
1 3

"o, 1 z p_ 1 4_ 2
yiog=-F=-3=—5x3="3,
UETAITTIT RIS
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la ecuacidn de la recla tangepte en el punio (0, %] 153

7. Sea {la longitud de la diagonal de un recténgulo cuyas lados tenen longitud z, ¥ respectivamente. 51z aumenta
con una rapidez de % mfsy sty disminuye 0on una rapider de J—, m/s,
(a) ia qué razdn csid cambiando la longitud de la diagonal reande 2 =3 m &y =4 m?
¥ Ver lo que sigue.
{b) {La diagonal cstd aumentando ¢ digminuvendo en ese instanig?
¥ Usamos la figura

De la Bgura, Lenemos gue:
242y = 22{1) + y* L) euconces.

derivando con respecio a f.
AU (1) = 22(0)z (1) + 2y (1)

o ZrlOE’() + 2900yl B + y(w )
= 20 = 0

Por lo tanto en ¢l momento, digamos &y, en el que z{te) =3 & ultp) = 4, s¢ Liene
fitg) = V3 +42 = V25 =5,

; 1
Por datas proporcionados, se tiene que x(ta) = b it} = -3

Sustituyendo eslos dalos oblenemas

Iy gyt 3
v = 22l )5 LETIG. Snb R RERLIN

Py
]

La longitud de la diagonal crece en ese momento.
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8. La suma del perimetro de un dreulo y un cuadrado es de 16 ¢cm. Haliar las dirvensiones de las dos figuras que
hacen minima €] drea total encerrada por ambas figuras.

¥ El dibujo de ambas figuras es:

De ambas tenemos:

El perimetro del circulo: 2ar.

El perfroetro del cusdrado: 4z.

El perimetro de ambas figuras {usamas la restriccidon dada):

nr + dx = 16, *)
El 4rea del cireulo: #ri.
El 4rea del cuadrado: z2.
Eldrea de ambas fguras: wr? + 12,
Bsta es la funciéo de la que deseamos alcular el miniuo con la resiriccién dada.

A=nr? 432 **)
Esta funcién depende de dos variables. La relacién enire estas variables vicne dada por la condicién (x). De
aqui despejemos una variable. Elegimos arbitrariameute 5

_16-4z &-2x
T W o

: (*=)

I

Sustitwmos en {++)
A 1
Alxy = (T) + 2= Al = ;(B —21)? + 2% y tenemos,
derivande, con respecto a z:
l’*QB 2r){-2)+ 2z = iB—‘i‘.z)+?.'
A'= 2(8 - 2)(-2) 4 22 = = 2 =
calculamos la segunda derivada:
A”:-i(—2)+‘2=2+2>0.
= e

Esto no indica que la funcién A sismpre es céncava bacia arriba, es decir, vamos s ¢ucontrar un minimo.
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7

Igualamos a cere la primera derivada, para encontrac los puntos criticos:

4 I
—={8-2z)+2r =0= —1(8—21):-"21’#-?8—2:= Tr=
Rl ® 2

15

kd T T +4d
=8=cr+2r=i(z+r=
2 ('2 ) a4

I=z=

Este es el valor que hace minima ¢l dres Afxy

Para encontrar el valor de r correspondiente. sustituimes en (= « 2}

J

1 7 —
r=f(5_2i)=l(s__tu): (
™ T4 v T+ 4 AT+

ey,
BT

O sea, el lado del cuadrado es ¢l doble del radie del circulo.

9, Sea la funcién A(z) = 22% — 152% — 36z

{2) Encontrar las raices de h{r)
¥ Tenemos:
Riz) = z(2z® — 152 — 36).
Una de las raices es & = 0.
Las rajoss de la cuadrdrica 227 — 157 - 36 se caleulan:

15+ /157 = 4(2){—-36) 15% 225+ 288
x = = =
d

4
C15&VEIB _ 154226495  [9.41238
4 = f] -1.91238.

(b} Encoutrar los puntos criticos. Encontrar log intervalos de monolonia
¥ Derivamos:

h'(z) = 62° - 30z — 36 = §(x* — 52 ~ 6} = Gz — O}z +1).

Las rafoes de Ia derivada son, claramente, z = —1 & £ =6.
Para el signo de la derivada usamaos la (abla:

Signo de
Fzr\'nlo 1[0 (xr+ 1)z —3)
lre -1(<6) = = -l__
-l<z <8 + I -
>6(> -1} + + +

Vemos enlonoes quet
htx) es creciente eu (—oo, —1) ¥ en (6, +00);
hix) es decrecienle en x € (-1,6).
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8. La suma del perimetro de un circelo y un cuadrado es de 16 cm. Hallar las dimensiones de las dos Gguras que
hacen minima el drea Lotal encerrada por ambas figuras.

¥ El dibujo de ambas figuras es:

I'e ambas tenemos:

Bl perimetro del cireulo: 2mr.

Bl perimetre del cuadrado: 4z.

Bl perlmetro de ambas figures (usamod la restriccion dada):

27 4 dz = 16. )

El drea del circulo: 72,

El 4rea del cuadrado: z?.

El 4rea de ambag figuras: mr? + 7.

Esta es |a funcién de la que deseamos calcular el minimo con la restriccién dada.

A=mr? + a2, (%)

Este funcién depende de dos variables. La relacidn entre estas variables viene dada por la condicido (»). De
aqul despejamos una variable. Elegimos arbitrardamsente r

_16-dxz _8-2 e

TTa T Ta ¢

Sustituimod en {x*)

2z
Alx) == (8;21) +z2 = Alz)= %(8 —3z)* + 2* ¥ tenemos,
derivande, con respecto a z:
, 2 4
A= ;[S — 2} -2+ 2z = —;(8 -2z} + 21
calculamos la segunda derivada:

ar=-diyia-8i0s50
kg ks

Eslo no indice que la [uncién A siernpre es concave hacla arriba, es decir, vamos & encontrar un minimo.
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Jgualamas B cero la primera derivada, para encontrar los puntog criticos:

4 4
i)+ 22=0 18- = -2r = B-2= cx =
T w 2
T+4 16

I=z=——.
w+4

T s
8=z = (= s =
= 2:-+2z (2+2):r

Eate es ¢l valar que hace minima el érea A(z).

Para epcontrar el valor de r correspondiente, sustituimos ea (= = +)
l( 16 ) 1 /87 +32—32 1( L
r==(8-2 LA (il b L L ISR (UL [N
T T+4 n LE X ] s A\m+4d

O sea, ¢! lado del cuadradoe es el doble del radic del efrculo.

9. Sea la funcitn A(z) = 227 — 152 — 36z .

(a) Eccoptrar 1ps raices de k{T)
¥ Tepemos:
h(z) = =(2=? — 15z — 36).
Una de las rafces es 2 = 0.
Las radces de la cuadrética 222 - 15z - 36 se caleulan:

154 /157 —4(2)(—36) _ 15+ /225 268 _
o= BED AT e N T e
1 4

_ 15+ V513 - 15+ 22.6495 - 9.41238
B 4 3 ~1.91238.

(b} Encontrar ios punvos criticos. Encontear los intervalos de menolonia
¥ Derivamas: )
4'(x) = 6% ~ 30z — 36 = 6(z” — 5z ~§) = 6{z — B){z +1).
Las rafces de la decivada son, claramente, 7 = -1 &z =6.
Para el signo de la derivada usamos Ja tabla:

Signo de
Intervale | x+1|z—8 | (x+)1){zx—3)
T ~1[«6) = = _7_+
~l<cz<§ + - -
> G(>-1)| + + +

Vemos enlonces gue:
h{z) ea creciente en (oo, —1) ¥ en (G, +00});
hix) es decretiente ¢a z & (—1,6}-
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©

(d)

(e)

Encontrar los puntos de inflexién. Encontrer los intervales de concavidad
¥ Caleylamos la segunda derivada:

h¥(z) =12z - 30.
Los ceros o rafces de le ssgunda deriveda sé calculan de la siguiente forma:

305
12::-—3070#:—E—§—2.5.

Para calcular el signo de Ja segunda derivada tomamos puntos de muesira en cada unc de los intervalos
en los cualed Ja recta real queda dividida por la raiz x = 2.5.

Intervalo | Muestra | Valor de h* = 12z — 30
<25 0 =30
x> 2.5 10 90

Vemos entonces que:

h{x) es chocava hacia abajo en x € (—o0, 2.5)

h{z) = céncava hacia arriba en < € (2.5, +00).

El punto [2.5, h(2.5)) = (2.5, —152.5) es de inflexidn.

Clasificar los puntos ¢riticos de h(z)

¥ 5i usamnos ol criterio de la primera derivada vemos que:

En z = -1 la primera derivada cambia de signo de mds a menas, tenemos un méximo local. Vemos
tambiér que h”(—1) = —46 < 0 corrobora el resultado anterior.

En z = 6 la primera derivada cambia de sigho de menos & mds, tenemos un minimo local. Vemos también
que h(6) = 42 > { corrobora el resultado anterior.

Dar un bosqueje de la grdfica
¥ Eveluamos la funcién A(z) en algunos puntos:

x | A{x) = 227 — 1522 - 367
-1 19
G —324

Con toda la informacide anterior podemos hacer un basquejo de la gedfica de la funcién h{z):
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1. Determioar los velores de x para los cuales estd definida la funcidn f{x) = ¥4 —91% y obtener tambidn el
intervalo formado por les imdgenes f{z).

¥ Dominio de fix):

D;={zeRld—sﬂgo}:{:emiazgz’]:{ TER

={z€!Rrgz\rl}:{rER[—gs:gi} [ ;

F=1

rrf )=

] ‘

ol

Rango de f(z):

R,={y€!R|a.is:e:€[— . ] l.alquey:f(:)}=

tal quey:\M—S‘z’}l

LOIE Ll
Ll ey

={yEJRJ exisr.exe[f

pero,

yp=+4-922 =y =401 = 02? +y—4ﬁ— £ =L+

4

2 2 2
2y -0 w-0)

sxtp=le —+=—FF—=

PR g

Por lo que, si )y = v — 827, el punto (z, v} est4 en la elipse con centro en e origen (0, 1), cuyos ¢jes estdn sobre

los ejes coordenades = = 0 & y = 0; dicha elipse licne semicje mayor igual a 2 en el eje de las y; Liene semicie

mener igual 2 = en el eje de las z; akora, como ¥ > 0, s trata exclusivarmente de la semielipse superior; por

ultio, el conjunto de todas las imagenes f(z) e €l intervalo [0, 2].

2. Un taxista cobra 4.80 pesos por €l banderazo que es el coste por subirse y recerrer menos de 500 m, pero cobra
0.65 pesos por cada tramo subsiguieute de 560 m {completo o parte}. Expresar e} casio C (en pesos) de un
viaje como funcién de la distencia # recorrida (en kildmetros) para 0 < z « 3 y graficar esta funcién.

¥ Vemos que

4.805i 0 £ <05
54551 0.5<z <1
6.10si 1 €x <13
6758 1.5 K<
74082 <z <25
8.05si 26 <2< 3.

Clz)y=

9
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—
,
- % dm
]
Podriamos sintetizar esto diclendo que
1
C{a) = 484 0.65z. dondo 5(n— 1) <z < ;,n €{1,2,3,4.5.6}.
Claramente esta funcién se puede generalizer al caso en que n € N.
2+ 72+ 6
3. Dada la funci =
a la funcida f(z) s e

obtener: dominio y ralces; intervalos de continuidad ¥ puntos de discontinuidad (clasificados); asintotas verti-
cales y horizontales.

¥ Dominic: Dy = {s € R [2e2+z-3#0} .
~1EVT124 _ 711\/2?_41;&5_{1

P 2 -3= =
oro, 22t 4+ -3 =0z 1 7] i

_3
p

luego, Dy = R —{—%,l}.

Para hallar las raices resolvamos:

3
=T /49 — 4 -7 1 -T7+£1 —-=
W Tt 6= 0ere —2VETIE EVT_ 1[5
) 1 q e
3 . 3 -
luego, las ralces seran z = -3 ¥ también z = —2; pero, como ~37 & Dy, entonces la nica ralz es z = -2
La funcién es contioua en su dominio: (—oo, —g) 1J (—g, 1) J{1, +oo); es discontinua en z = -g yenz=1.

Ahorma, como

3
2(:#)(”2) s e
i f(z) = Nm ——a =y ZRZoTpHE_Ze L1
2, =

l__%2(:1:+%){:1:—!.) se-fEsl -

en T = ~3 la discontimridad no es esencial, es removihle, a diferencia de lo que ocwre en = = 1, pues ahi:

r+2
Ii r)=Ir = H
kit /=) :—]i]i z-1 oo
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agi, la discontinuided en = = 1 es esencial, de heche es infinita, ¥ la recta z = | es asintola vertical.
Para determinar |as asintotas horizontales caleulamos:

2 z(1+2) 1+2
+ . z z
z I —_— liem =

lm Y= lm
s=ioo j( ) z—=too g — | x—lTw 1 z—toe 1
ofl-- 1~ =

T z

Luego la recta y = 1 es asintola horizontal.

4. Se quiere construir un.aJ caja de base rectangular que sea tres veoes mids larga que ancha, que tenga Lapa y que
pued_a contener 15 dm® de abono para plantas. Calcular les dimensiones que debe tener dicha caja para que
requiera la menor cantidad de material en su construceidn.

¥ Hagamos un bosquejo de la caja:

Le funcién de la que queremos hallar su minimo cs el drea de la caja:

A=2x3x? 42 % oy + 2 x 3zy = 620 + 8oy = 627 4 8257 = 8x® + 4027} =
s %0 _10

Hoy = _10 127740 _
= Alz) =120 - 3 Oer -3

1
L1000 f10NF __5__
S I=4y—== (-——) 7z 14938016 &y = (m),n =
1

5 x 32 51/:,‘32,‘3435,(97:19
=W:_'2?7‘1" - - 1 £z 2.2407024 .

Como A"(z)= 12480z " =12+ 2 > 0, s¢ trata de un minimo para A(T) ¥ sucede cusndo
z

A 1494 &y 2,241 .

5. Para la funciéa f(r) = :_1'2%'

crecimiento y de decrecimiento; rndxmos y minimos, locales v

obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de !
bacia abajo; puntos de inflexién y un bosquejo de la grafica

absululos; lulervalos de concavidad bacia arriba y
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¥ Dominio: Dy = R, ralz z = 0, f(z) es impar.

A+ 1) —2oxlr  —-2at+2 !

- g?

e = F N k=
Veamos el signo de la derivada:
Lntervalo (~oo,~1), | (—1,1) {L, +o0)
Valorde f': | f{-2)y< 0| /[0 > 0| f(2)<0
Signode £ | =) <0 | @) >0 fim) <0
fos decreciente | creciente | decreciente

También se puede ver directamente, pues el signo de f(z) nos lo da 1 —z7.

-2
Eo -1, J(=1)] = (AI'H_I

{1,1) hay un mdximo local:

Iz =2

Andlogamente, veamos ¢l signo de [ *(z)

—2r(s? + 1)? - 2(z? + 1)22(1 - %) _ 4-:(:1 +1) - 2z{1 - %) _

{2+ 1)t (=2 +1)®
—-z* — 1 - 2z 4 92° -3z 2 -3
P = (zqﬂ)a=4:(22H)3=0¢z=0&.:=:t\/§.
Intervalo (==, =v3) .| {-V3.0) (0,v3) | (V3 +eo} |
Valorde f”:| f"{~-2)<0 [ f*(-1}=>0| f"(1)<0| f7(2)>0
Signode f7:| f"{z)<0 SNz =0 | f(z) <0 | x>0
fes convexa cdncava convexa chneava

Tano ¢n

3+1

[=v3.1{—V3)] = (Aﬁ, i‘ﬁ) = (—JE‘ —Tﬁ) = (—1.7320508, —0.8660254), (0,0) como en (\/3

bay puntos de inflexién.
También

g S i, —— =
21+

2 o
s Z —
i T T+0
L+ -
x

¥3
T2

) = (—1,—1) hay un minimo local por el crileric de lo primera decivada, ¥ en

)
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Con estos datos, ia grdfica de Ia funcién J{z} es la siguiente:

Iix)

Resulta entoaces que {1, 1) es el mAximo ebsoluto: v que (—L, ~1} = el minima absoluto.

6. La funcién [ tiene la prifica siguiente:

_{g
\
Y

g

De ella determinar: dominio, rango, raices, inlervalos de wontinuidad y discontinuidades [.clasiﬁméas]; intervalos
de monotenfa ¥ concavidades, puntos de inflexién; dénde [ no es dilerenciable {no tiene derivada); pnnlos
criticos de f; clasificar estos puntos. Y ademds encontrar los siguientes limites:

fw f(z) Mm fiz) lim flo),  im flz Nm f(z) & J(1), £{2) J(3).
=5 5+ =2 =2~ T

¥ Domizio: Dy =[~1, +ooh

Rango: Ry = (—oo. —%) L0, +co).

Ralces: ¢ = 3 es rafn.
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Es continua en [~1, 1)L J (1, 20 J{2, 5){J|5, +00); es discontinus en & = 1, donde la discontiouidad es remowvi-
ble; también en 2 = 2, donde Liene une discontinuidad esercial (Infinita); por Qtimg, en z = 5, donde la
discontinuidad igualmente &3 esencial.

Es creciente en [—1,0],3,5) v |6, +00) ¥ decreciente en {0, 1),(1,2).{2,3] ¥ 5, 6).

Es convexa en (—1,1),(1,2},[3,4] ¥ 6, +c0) ¥ céncava en (2,3}, (4,5) ¥ [5,7).

Sus puntos de inflexién son (3,0), (4,1} ¥ (7,8).

La funcién f no es derivableen z =1,z =2, z=3nienz =5.

Sus puntos crilicos son s =0,z =4 & x=6

En z = 0 hay nn méximo al igual que en x = 5; ambaoa locales.

En z=3yen = =6 hay minimos; ambos locales.

Los Limites:  lim flz) = 4 Jim, fz) = & lim f(z) = —cor lim flz) = teor [} =0; 2) =4
f(5)=8, :EE:W[(::) 0o existe.
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1. Resolver la desigualdad |3 — =1 > 212 + 3.
¥ Equivale a dos desigualdades:
3-—z>2+3obiend—z < —(2z% + 3).

La primera, a au vez, equivale a 222 + 3 — 3+ z < 0, transponiendo términos, ydstan2z?+ 1 < 0.
Como 2z% + 1 = {2z + 1), este producto es nepativo gi:

>0 y 2w+1<0 obien z<0 y 2z41>0;

>0 y 2z<-1 obien <0 y 2z>-;

>0 ¥ :<—% obien z<0 ¥ z>-I;
1c@ o bien zE (—%,0).

Luego, parte del conjunto solucién de la desigualdad propucsta es el conjuuto:

1 1
oU(-30) = (-30).
La otra parte la hallaremos resolviendo la otra desigualdad, avdlogameute:

J-r<—(222+3) 2 u?+3+43 -1 <02 —z+6 < 0.

Sabemos que 2z% — 1 + 6 # 0 para cualquier = € R, pucs el discrimivaate b° — 4ce = (—1)% —4(2)(6) < 0
Sabemos también que i = 272 — 7 + & e una paribola que dirige au concavidad hacia la parte superior.

Con estas condicioues, la pardbola tiene que estar (orzosamente en la parte superior del eje de las ; ¥ por la
tanto, ¥y = 222 — 1 + 6 > 0 para toda .

N 1
Y, por iltimo, el conjunto solucido resultante es Gricamente el iutervalo (—5,0).
1 . .
Por ejemplo, s =0 & 1 = ~3 no satislacen a la desigualdad propuesia pues:

1301 % 20 +3

) 1 1 1 N s foss !
ymmbuéu:‘3-(-5)’=|3+§1—3+§1‘!(~5) +3=34 3 =3+3

. Sea la funcitn y = (=2 — 1)°VT—x.

[

Encucntre la ccuociéu de las rectas tangoute ¥ normal a la gréficn en el punto (0,2).

85
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¥ Calculamos Ja pendiente de la recta tangente usando la derivada:

¥ =2z - 1)2rvi— 7~ (;2”)2 G ot et Gl )| O

Vi—z P
_(F -1z -82 -2+ (2 -0)(-92 + 32z +1)
N -z - 2z
¥ en z = 0 la pendiente de la recta tangente es entonces:

¥ la ecuaci6o de la recta tangente en el punto {0,2) serd:

1 1
y—2——z(z—0)=?y=—4—z+2.

La pendiente de la recta normel es 4 y la ecuacidn de la recta normal en el punto {0,2) es:

p—2=d(z —0) = y=d4x +2.

3. Sea la funcién .
—_— siz< -2
z+1
oy=9q gz 42b si Jzl<2
3-z* EES A

Encuentre valores @, b para que Ja funcién sea continua en todo punto.
¥ En Jos Gnicos puntos donde podria no ser conkinua f es en —2 y en 2. Para que sea conlinua en ellos s2

tieng que cumplir
lim f(z) = f(2) y que lim_f(z) = (-2}

¥ para ello se tieoe que cumplir
m f(z) = lim z)=-2a+ 2, lm )= lim x) =2a + 2b.
Ii T Jiw) It a2 fiz) s Jiz) fi=)

Como:
Li.|:|31+f(:r.)=3—(2}2 =3-4=-1, ]_i'rgAf(r)=~‘2a+‘2b‘

se tiene que cumplir —2a +2b= 1.
Anélogamente: .
Moy S2) =20 42, Ny Sie) = oy =

luego, 2a + 2 = --1.

-2 W=~ . PP
Resolvamos pues el sistema {2 i;b . sumando arnbas ecuaciones lineales con dos incégnitas; tenemos:
o = —
— 1 .
4o = ~2 = b= — = —= y, sustiluyendo este valor en la segunda ecuacién, tenemos:

4 2

-l=—-1= 20=U=&n=g:0. Dar un hosquejo de la grafica con estos valores

¥ La funcién con e3tos valores es:
— siz<-2
z+1
fxy=9 1 ENEIEY]

3-22 siz>2.
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=

<

La grifica de la funcién f(z) es:

14€3)

Bz decir, unimos Jos dos segmantos de la paribola y = 3~z y de la bipérbola y = % con un seguento de
T
la recta y = ~1.

. Un polinomio pasa por tes puntos (-5, 10), (2,3) y (17, -1).

iCudntas ralces tiene como minimo? Justifique su respuesta.

¥ Una, pues sicado continua én todn la recta, la funcién polinomial p(z) es positiva en 2 puesta que p(2) = §;
y &5 negativa en 17 ya que p(17) = —1; por Jo que entre 2 y L7 la funcién tiene al meaos una raiz, por el
teorema del Valor Intermedio.

. Dada la funcién definida por f{x) = 3z° — 527 obtener: raices, intervatos de crecimiento y de detrecimicnto;

puntos criticos ¥ su clasificacién; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacie abajo; punios de
inflexién y un bosquejo de la grifica.

¥ Calculemos:

~ 5
3:5—52;’::“(312—5)=0=r’=0&322—5=0ﬁ.r=0&::‘=gﬁ
=z=0%8 |I|=\f§ﬁz=0&zktl.29099‘44.

Estas son las raices de / que concuerdan con el hecho de que f{z) es impar.
Para determinar los intervalcs de crecimiento se deriva J:

() = 1527 - 1522 =152%(z* — 1) = 0 =

o0k —1=0or=0&([x+1)x—-)=0oac=0&r=1L
Estos tres puntos criticos ~1,0 & 1 dividen la recta en cuatro intervalos donde la derivada tiene los sigulentes
Signes:
Eligiendo arbitrariamente £2 € {~00, — 1} }{1, +00} 5¢ tiene que f'(£2) > 0 = f(2) cs creciente en {—ca, ~1}
y en (1, +o0}).

1 .

Anilogamente, eligiendo :k% € (—1,00J(0.1) sa ve que ' (:ti) < 0= f(z} es decreciente en (~1.0} y en

©.1).
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En z = —i la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente por lo que

L A= = =131 =517 = {1, F+ 5 = (-1.2)
&5 un radximo relativo;
{1, -2} &3 un mfnimo relative.
Siendo f(=z) decreciente en (—1,0) y {0,1), en (0,0} la fuacién no tieoe valor extrema.
Para la eoncavided s¢ derive nuevamente:

[*(z) =602 - 30z = 0z(22® — 1) =0 1=0&z= +-L = £0.7071067.

vz

Se determina el signo de la segunda derivada en los ¢uatra inlervalos donde la segnode derivada no es cero:

En (—oo, —%) eligiendo -1 € (—m.—%), se tiene que f"{—1) < 0; luego, f(x) dirige su concavidad

hacia abajo en | —oo, —ﬁ .

Y en (%.-I—oo), la dirige hacia arriba.

1 1 1 1 . . . . 1 )
- _ - Lol [ . -0
En ( ﬂ,o), 3 € ( \/5'0)’ f ( 2) > 0; luego, f(z) dirige sn concavided hacia arriba en ( 7

Y en cambin, la dirige hacla abajo en (0, %)

Los tres puntos:

[ () e o)
B (—L, —0.5303301 + 1.767767) 72 (—0.7071067, 1.2374369)

V2
[0, f(0}} = (0,0} ¥
1 1
— ., F [ == ]| = (0.7071067, —1.2374369
[ (73)] = )
son de inflexién,
Con toda la informacién obtenida, la gprafca de f(z) queda de In siguiente manera:

£ix)

i
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327 - 10z +3

5. Sealo funcidn f(z) = o :
- —

Encr.lentze 5y dominio, sus ralees. Clamfique sus discontinuidedes. Encuentre sus asintotas horizontales ¥
verticales. Encuentre sus intervalos de crecimiento ¥ decrecimieole. Encuenlre sus intervalos de concavidad.
Haga un bosquejo de 1a grdfica.

¥ Para el dominio tenemas:

D,-={:E]R‘zq—:c-ﬂ%()]z{a:eR{(z+2)(zv3)#0}:
={scR|c+2#0yz-34£0)=fz¢ Rlzg2yz#3)=
=R -{-23).

Para hallar las raices resolvamos:

- 10z +3=0=z=

10+ T00-36 _ 10+ & _ lDiBf[
6 T8 T T

;s
il
—_——

w2

1
Luego, Ja tnica rafz es z = 3 pues z =3¢ Dy,

| 3(-—%)(:4) _ @'

Calculemos:

B R . S P TRt
) i g-1 8

e 2) 20 () +()

=3 a~d {x+12) 342 5 53 5

Dre aqui se desprende que la disconlinnidad en 1 = 3 es removible y que en £ = ~2 es esenciul. precisamenle
infinite.

También que la recta T = —2 es agintota vertical.

Pera determinar lag horizontales calculamos:

i = i = |
A S = e T A ( 2) T
142 1+2
T I
_r1-9) 3=l 73_3‘
Tr+e 1 [
lnego, y = 3 es asintota horizontal.
3 (z - -)
. 3
Para precisar la monotonfa de la funcién calculamos sy derivade, tomando flz)= o e para T # 3, de
becho 1 &€ Dy: P ;
iz + 6~
Y= ————m— = = > 0;
Sz (z+ 22 = +2°

luego, f{z) es crecente en (—oo, —2),(—2.3) ¥ en (3. +00) y no Liene puntos criticos,

Y también para 1 € Dj: - I

Sz = [He+ 27 = TEZt2R T

Siz>—2= 242502 (=) <Olpaaz#3) = lafuncibn f & convexa ea (—2.3) ¥ en (3, +oo).
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Sig<-2=r+2<0= f"(z) > 0= ia (uncién f es cdncava en (~00, ~2).

fO) = _lﬂ =

El bosquejo de la grafica de f(z) es:

£ix)

i

7. Se va a fabricar upa lata cilindrica sin tapa pare conlener 10 cm? de liguido. Encuentre las dimensioncs que
minimizardn el costo del metal requerido para [abricar la lata.

¥ Usamos la Ggura

Tenemos que: )
V = arth =10 em?.

Queremos que sea minima la cantidad de maoterial requerido, es decir, el drea:
A=xr? +2nrh,

Asi expresada e] drea es funcidn de dos variables: r & h, pere como estdn relacinnadas e través de la expresién
para el volumen de la lata, podemos despejar a ura de ellas en tdrmings de la otra. Es mds ¢émedo despejar
ke

010,

xrl L1
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Sustituyendo este valor eo la expresion para el rea, la tendremos expresada como funciéo de una Unica variable
T 0
Alr) = =r? + g 02 2 e,
T

Hallemos aus puntos criticos:

2 ! .
A'(r):‘?_‘w‘r——2i092«r:—gwr“:£qr= Ezl.tﬁ'lol:}'-'t:m.
r T i L4

con lo cual: 2 .

] 3

ﬁ.:m(ﬂ) ag(ﬂ) -
w r m

Como:

AMry=2r+ 4—’_2 > 0, se Lrata en efecto de un minimo.
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J2z - 3]
+1

1. Resalver > 4.

¥ Sabemoaque z+ 1% 0.

Consideramos dos casos:
(8) x+ 1 >0 = La desigualdad propuesta equivale a
[2 -3 >4(z+ 1) |22 - 3| >4z +4
y ésta, a su vez, a las dos desiguzldades
2r-3>4x4+dy2r-3< —(dz +4) = 22 — 3 < —dz — 4.
La primere equivale &

'2:-4:c>3+4®—‘2:>7‘:3:c<—g;

perc, como 2+ > 0 ¢= £ > —1, por este camino no existe r € R que salisfagn a la desigualdad propuesia.

Abora veamos La segunda desigualdad:

1
2:—3<~4z—4¢-2:z+4z<3~4@6:(—1@::4:—6.

1
Como paraestecaso ¢ > -1 = 3 € (-l.-—) .

&
(b) z+1 <0
. 12=-3]
MNo tenemas soluciéa en este caso, puesta que j2x — 3|2 0= = T < 0, no puede ser > 1

Ea resumidas cuentas el conjuuto solucién de ia desigualdad propuesia es:

(+4)

Comprobemos por ejemplo que x = —-é 0o satisface a L2 desiguskdad original:
1 1 10 10
JORNERNE R
‘ 5 T D - DT 1 NP VP
I L 5 L] H x5
8 6 5 5



9d Cdlculo Diferencial e Integral ]

2. Sea la funcién
=2z -3 sizrg-1

er?+b  si —lwz<?
Ha)= c siz=2
%x +5 sig>2.
Encontrar Jos valores de o, b, ¢ para que la funcidn sea continua en todo punto.

¥ En los Gnicos puntos en donde hay duda de la continuidad es en z = ~1 y en z = 2 donde la funciéo deja
de ser lineal para pasar a ser cuadrética y viceversa, por Jo que shi tenemos que asegurar que:

Jim (=) = [(-1) y que }im j(z) = /(2.

Es decir, que:
lim f{z)= Lfn': Jlx)==-2-1)~3=2-3=-1
x—m1 z—=1-

¥ que
Jim, f{z) = lim j(z)=c.

De aqui obrenemaos las siguientes ecunciones, dsde que:
Im fiz)= lim (ex®+b)=a(-1)+b=a+bh;
——1 [ %
Mm [(z)= lm (~2z-3)=-2(-1)-3=2-3=-1;
por laquea+ b= -1,
Tambida:
Fim f(z) = lm Sz 45) = {2 +5=3+5=8;
Jim s = iy (5o 45) = 3@ 433458
lim f(=) = lim (ez® + by =a(2)? +b=da+b;
22" =—2-
luega, 4a + b =8 y también c = 8.
Resolvamos por Gltimo el sistema de dos ecusciones lineales con dos incdgmites

atb=-1
4o+ b=8.

Resiando de la segunda la primera obtenemos que:

R
It
=

-

| >

Ja=8-{-1)o3a=8+1sdu=0oa=

¥ sustituyendo esie valor en la primera tenermos:
3+b=—leb=-1-3&b=—4

Con eslos valeres la funcién continua en R es:
=2z-3 siz<-1
3z?—4 s -l<z<?
Tz =g siz=2

%z+5 siz2
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9 bien:
-2z -3 §dr<-1
flz)=4¢3—4 s —1<z<?
§z+5 fix>2.

3. Encontrar las dos ecuaciones dc lag rectas tangentes a Ja grifica de la funcién y = 2% + | que pasan por e
arigen.

¥ Cualquier punto de la grifica de la Funcidn y = 22 + | uene por coordenadas (z),22 + 1)

¥ la pendiente de cualquier recta rangente es y’ = 2z,.
Luego, la ecuacidn de cualquier recta tangente es de la lorma:

y— (=i +1) = 23.(z - =),
Ahora, si va a pasar por ¢l origen (0,0), estas coordenadas In deben satisfacer, por lo que
—t-l=2n(-n) e —ri-l==2ferd=lalnl=l&n=11;
entongr= las dos ecuaciones de las rectas tangenies a la grafica de ¥ = #% + 1 que pasan por el origen son:
y-(P+1)=2l)z-)sy-2=2r—2=y=12z

¥ tambidn:
y=[(-1)*+1=2(~z~ (1)l & y—2=-2w-2&y=—1z

4. Se desea hacer una caja abierta con una piesa cuadrada de material de 12 cm de lado, conando cuadritos
iguales de cada esquine. Hallar el méximo volurnen que puede lograrse con una Gaja agi.

¥ Si componemos la figura, tenemos:

® 12-ix x

El volumen, que nos piden €s:

Viz) = (12 - 20V5 = w(4e? - 482 + 144} = dz* — 4827 + Léds.
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Sus puntos criticos son:
Viz) =122 ~ 96z + 1 =0 &
96+ JITG_GOIZ 96+ VII4  24=48 _ {3

=g

P 2 24 -1.
Podemos desecher £ = —1, pues fisiamente no tiene sentido que sea negalivo, en cuy¢ taso, para r = 3 cm el
volumen es:
V3 =312-203) =3(12—6) =3x 6 =3x 36 = 108 cr” .
Como:

V'z) =24z~ 96y V"(3} =712 — 96 < 0,

s¢ Lrata de un méxime.

5. Sea la funcido f(z) = -3.

z
% - 27
(2) Encontrar las ssintotes verticales y borizontales

¥ Comor®-2z=1(z-2)=D;=R —{0,2}.

En su dominio:

E i 1—3dz4+6_ —32+47
= - F — -3} = — =
i) z(z —2) 3 z-2 3 -2 z—2
, R X
» i, 40 = i, 5T oo e

lm (~3z+ 7= —3(2)+7=~6+T=1>0y ll’zzni(x—i):O*;
par lo que la recta r = 2 es asiniota vertical.
En cambio T = 0 no es asintota vertical pues:
ImfE == =52 ~=~ 7

Para calcular les asintotas borizontales estimarnos:

. . A+7
L S = i g =L x(l_g)

Por lo que la recta y = —3 es asintola horizontal.

{b) Encontrar los puntos de discontinuidad y ¢lasificarlos

- Y2
¥ Como f(z) = %

calculado en el inciso anterior, en £ = 0 la discontinuidad es removible; en z = 2 la discontinuidad es
esencial, de hecho infinita.

&5 una funcién raciomal, ey contioua en su dominio ¥, de acuerdo a lo
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(c} Hater un bosquejo de la grifica
¥ Une gréfica de la funcién J{x} que cumple con lo anterior es:

M iny

La \nica raiz de f(z) es cuando:

—31+T:0:=—3:=-7cv:=_—7

7
3
6. Sea la funcido f(x) = =4 — 4z%.

(a) Encentrar laa raices, los puntos criticos y los punios de inflexién de la funcién
¥ Tenemos que
T =4z’ = 0@ ) (x-4) =0 z=0& z = 4 son las ralces de la Funcaién:
fliz) =42> - 122 =42z —3) =0 = = = 0 & = = 3 5o los puntos criticos.
fz) =122 - Uz = 122(z~ N =0 z=0k 2 =2;

asi mismo, para el signo de la segunda derivada usemos la tabla

Interalo: Un valor de [ fz) es
{-00,0} | £7(=1) = (~12)(~3} > 0 | positiva

(0.2) F7(1) =120 -2 <0 | negaliva
(2,+00) | £"(3) = 12(3)3 — 2) > 0 | positiva |

Entonces los puntos: (0, f{0)] = (0,0) & [2, f{2)] = [2,2%(2 — 4)] = |2, 8{~2)] = (2, —16) son de infexiba,
puss en ellos la grifica cambia el sentide de s concavidad.

(b) Encentrar Jos intervalos de monotonia y de concavidad de Ja funcidn
¥ Veamas e} signo de la primera derivada

Intervalo: Un valor de f*: i ___."(::) es | fiz) es
(—00,0) | f7({—1) = 4{—1)}(—1 - 3) < 0 | negativa | decrecicnie |

(0,3) Fy =411 -3 <0 negativa dinireﬂentf |

(3, +ce) Fldy = 4dPd-3>0 positl-._..n_i_ cre
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Paor Jo ealculado en el inciso anterior:
J(z) e concava en {—c0,0}(J (2, 00) y convexa en (0,2), ya que en tales conjuntos la segunda derivada es
positiva y negativa, respectivamente.

(c) Clasificar los puntos criticos especificando el criterie que usa
¥ Come f(z) pasa de ser decreciente a s¢r creciente, por ¢l eriterio de la primera derivada, concluimes

que ¢n el punto:
{3,003 = 3,333 -] = B, 27(~1)) = (3, -27)

hay un minimo que resulta ser absoluto; en carabio en el origen no hay valor extremo pues In funci6n pasa
de ser decreciente a ser decreciente Lambién.

{d} Graficar la funcidn
¥ Podemos calcnlar tamabidn

zl{g:lmf(:} = :E?m [:r“ (1 - ;)] =400.

Con todo lo anterior, la grifica de f{x) es:
fix)

“ A
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