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Prefacio 

El material de este trabajo es parte de un Proyecto 
aprobado por el Consejo Divisional de la Universidad 
Autónoma Metropolitana, Unidad Azcapotzalco, con 

el nombre de Material de Apoyo para los Cursos de 

Cálculo Diferencial e Integral, y Ecuaciones 

Diferenciales. Portal de Problemas. El material 
completo del Proyecto, desarrollado por los autores del 

presente Cuaderno, se encuentra en línea, en la 
dirección http: \\canek.azc.uam.mx. 

El Proyecto, hoy conocido como Canek, nace con el 
objetivo de proporcionar, a los alumnos de Ciencias 

Básicas e Ingeniería, la solución y el desarrollo 
detallado de Evaluaciones Departamentales de las 

Unidades de Enseñanza - Aprendizaje (UUEEAA), del 
Tronco Básico de las carreras de Ingeniería, aplicadas 

por el Departamento de Ciencias Básicas, en fechas 
anteriores. En este Cuaderno, el lector encontrará 

Evaluaciones de Recuperación de la UEA Cálculo 
Diferencial e Integral Ii en otros cuadernos, se irán 

publicando diferentes partes del material disponible en 
la red. 

IX 



Recuperación, evaluación 1 

l. Cierto artículo de lujo se vende en 1000 peso!:I. La ca.ntidad-,Je.venta.s es de 20000 artículos al año. Se collllidera 
imponer un impuesto a las ventas de taJes artículos. Si el nivel del impuesto se fija en R%, las VCIIW caet'o en 
SOOR artlculos al año, ¿qué valor de R dará un ingreso total al gobierno de 1680000 peso!:I al año por concepto 
de este impuesto? ¿Qué valores de R darán al gobierno un ingreso de al meDOS 1920000 peso5 al año? 

• El total de artículos que se venden cobrando R% de impuesto es 20000 - 500R; el precio de venta de esl.06 
artículO!! es 1000 (20000 - SOOR). El impuesto que se paga por esta venta. es 

lOOO (20000-SOOR) x I~ = 1680000, 5egún loenuncisdo, 

Resolvemos esta cuadrática 

ZOOR - 5R1 = 1680= nl _ 40R+336 = O. 

R = 40±'¡I600 4,,336 
2 

40± 16 .. f2 8 
2 112 . 

Existen dos soluciones pa.ra el impuesto: 28% y 12%. 

Para resolver la segunda pregunta, hacemos el mismo planteamiento y l\Q6 queda la desigualdad 

IOOO(20000 - SOOR) x l~ ~ 1920000. 

200R - sn1 2: 1920 ~ n1 - 40R + 384 $: Q. 

Vamos a. calcular las ralees de la. cuadrática 

R = 40 ±.,Ii 600 4 ){384I 
2 

40±8 = f 24 

2 LIS. 

TenemOl'l entonces R ~ _ 40R + 384 "" (R - 16)(R - 24). Para. saber dónde la cuadrática es nega.tiva usamOl'l la. 

tabla 
Signo de 

Intervalo R - 16 R - 24 R' 40R+ 384 

R < 16« 24) - - + 
16<R<24 + 
R >24(>16) + + + 



Primer parcial, evaluación 1 

1. Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azc,.tea de un edificio que tiene 20 m de altura con una velocidad 
inicial de 5 m/ seg., entonces la altura sobre el suelo t segundos después será 

h(t) = 20 + 5t - 5t'. 

¿Durante qué intervalo de tiempo estará la pelota por lo menos 10 m arriba del suelo? 

• Ya que la altura de la pelota viene dada por la función h(t ), resolver la desigualdad 

es la respuesta a la pregunta del problema. 

Se tiene: 

20 + 5t - 5t' 2: l O 

- 5t' + 5t + 10 2: O => - 5(t' - t - 2) 2: O => t' - t - 2:$ O. 

Para resolver esta desigualdad factorizamos el trinomio e igualamos a cero: 

(t - 2)(t + 1) = O=> , las raíces son -1 y 2. 

Grafieamos la parábola y = t 2 - t - 2: 

\ 
\ 

- 1 

Aquí se ve que la solución de la última desigualdad es [- 1,2] . 

/ 

2 

Para este problema se tiene que t 2: O, por lo tanto la solución definitiva es [0, 2}. 

Y siendo así, la pelota estará 10 rn arriba del suelo los primeros 2 segundos. 

Observa que h(O) = 20 Y h(2) = lO. 

1 

t 



Recuperación, evaluación 1 

3. ~ la siguiente ful'lción 

determine: 

(a) Dominio y raJOIB 

I(z) = -I_+-'­
z - 3 zl_9 

,. Dominio: DI = R - {-J,J). 

la r&Íz de la función es z _ - ~ . 

(b) Asíntotu horuontalea y verticalea 
,. Puesto que 

z 2+ ~ 2+ S 
I(z) - 2%+J = .....:¡.--"", ~­

%'_9 z 2 l - ~ = z l - ~ , 
z2 z2 

entonas, V - O ea una MÍntota borizontill . 

Se tiene tamb~n que z _ - 3 y % = J son las uíntotas vertk:ak8. 

VamoII a celculu IOI!I limites Ia.tera.le:s en e80II puntos: 

Primero z _ - J . 

Si z -o - 3- _:r < - 3 -"'1> z+ 3 < O:;. z+J - 0-, entonces: 

(
2%+3 1 ) - 3 " ( 1 ) ' Hm f(%) - lim __ x ____ 1< -= _ -oo. 

~ __ 3_ ~ __ ,_ %-J %+J - 6 O 

Si % _ - 3+ _ r > -3,,* %+J > O ~ z+J-O+, entonOlB: 

(
2%+3 1) - 3 "(1)" 11m 1(%) . lim __ x __ a- X - _ +00 . 

., _ _ 3' 2 _ _ '+ z - 3 % + J - 6 0+ 

Seguodo % _ J 

Si % _ J - '* % < 3 '* %-J < O ~ %-J - 0- , entonc:es: 

(
" + 3 1) 9 "( 1 ) ' 11m f(z) '" 11m __ x -- = - X -= = -oo. 

k_J - 2_3- %+3 z -J 6 O 

Si % _ J + "* % > J ~:z - J > O ~ % - J - O ~, entonas: 

(
2% + 3 1) 9 • ( 1 ) ' lim f(%) - lim __ x __ .- x -0+ ""+00 . 

• _J' . _ 3' z+3 %-J 6 



Cálculo Diferencial e Integrall 

(e) Bosquejo gráfico 
" Con toda la información anterior tenemos que el bosquejo gráfico de ! (x ) es: 

f(KI 

I 
i\ l 

l 
-1tl 

! 

\i 
4. Un controlador aéreo sitúa 2 aviones a la misma. alti tud, convergiendo en su vuelo hacia. un mismo punto de 

encuentro (véase figura). Uno de ellOll (avión 1) está a. ISO millas de ese punto y vuela a 450 millas por bora. 
El otro (avión 2) está a 200 millas del puoto y vuela. a 600 millB.!l por hora. 

(a ) ¿A qué velocidad decrece la distancia entre 1011 aviones? 

" En todo momento. t arbitrario. se tiene la relación: 

derivando con respecto a t: 

2d{t)d'{t) = 2z(t )z'(t) + 2y(t)y'(t) 

y despejando d'(t): 

d'{t) = z(t )z'(t) + y{t)lI'(t) . 
Jz'l{t)+lI'l(t) 

Si escribimos COmO l a el instante al que se refiere el enunciado, tenemOi!l que: 

d'( t
o

) _ x(to)z'(lol + lI(to)¡/(to) = 
Jx:i(to) + ?(tol 

_ 200 x (-600) + ISO x (-450) ~ - 187600 _ - 750 millu/ h. 
J(200j:i + ( ISO)2 2SO 



R.ecupet'ación, evaluación I 

(b) ¿De cuánto tiempo dispone el controlador para situarlO!! en t rayectorias diferentes? 
.., El tiempo que tietM!n los avionea ~a lLegar al punto (O, O) ea 

200 I 150 I 
600 =- :3 bora, 450 s :3 hora. 

Es deciT, los avionea <:boo.riao en 20 minutoll si 110 se cambia la trayectoria. 

~ . Gra.fique la. función /(~) .., %!(% + 3), eeñalando claramente: 

(a) Dominio y r"'ces 
.., Dominio: DJ " R. 
Raioes: % _ O Y % _ -3. 

(b) lnte......JOll de crecimiento y decrecimiento 
" Derivamos pa ..... COIlolX:er los lnteTV&los de monotonía: 

I 1 i %+3+5~ 
/'(%) - 6%- (%+3)+% - ~= 

6%+3 3 2%+ I - -;;r~ 5 x-y. 
El signo de la primera derivada \o da :b: + 1. Vemos que 

I crl . 
% = -2 ea un punto I.K:O; 

/ (%) ea decreciente ti ~ € (-00, -U; 
/(%l ea creciente si % € (-j, +(0). 

(e) MáxilllOl y rnCnilllOl relatiVOl!l 

.., Por lo anterior % = - ! eB un mlnimo local, por el criterio de la primera derivada. 
2 

(d) Int..erv.lOII de concavidad ~ arriba '1 de concavidad hacia abajo 
" Calc:ulamoll la legunda derivada: 

t 4.%+2 

3[%JX2-(2':+I)x~%-il 6 % -s;r 
¡"{~) = 5 A .. 6 x %1 .., 

,n - 4.% - 2 

6 ---;r-
= 6 x %1 

6 I %-2 
"""2s><;r><-%- ' 

vemos entonces que.: &. % - 2 -'On loe que dan el signo de la eegunda d~rivada . PUeBlO que.f/e anulan 
en % _ O Y en % _ 2, nos ayudamOll de la tabla siguiente para conocer \os mtervalOl de concaVidad de la 

función /(%) 
Signo de 

Intervalo % %-2 ¡"(%) 

%<0{<2) - - + 
0 < %<2 + 

% > 2(> O) + + + 



Cálcu)o piferenci&1 e Intqra! 1 

fez) es roncava hacia arriba en (-oo,O)U(2,+oo); 

fez) es cóncava hacia. abajo en (0, 2). 

(e) Puntoll de inflexión 

• Por lo anterior, en z ... 2 cambia la mneavidad, y por Jo tanto es un punto de inBf:Xi6D. 

(l ) M~ Y mínmx. at.olutoe (si loe hubi_) 

• En z = -~ tiene UD mínimo at.oluto; 

fez) 00 tiene máximo abaoluto. 

(s) G rtfiea de la función 

• La gráfica de la función f ez) es 

., , -, 

rl"l 

6. Una lata de aceite tiene la forma de un cilindro con fondo plano en la bMe Y una semiesfera en la parte .uperior . 
Si esta lata debe mntener un Y'Olumen de 1000 pulgadllll eübic:M Y !le desprecia el espesor del mate"ri&1, determine 
las dimensiones que minimizan la cantidad de m.teri.l neoestrio para fabricarla. 

• UsamOfi l. figu ra 

~ ............. h ··············] 

" : fr i 
: : , , ,. 

\ 

El volumen t.otal consta de dOll parta: el volumen del cilindro más el volumen de la 9I.:miesfera: 

(A) 



Recuperación, evaluación 1 

El material usado coincide con e! área. tot.al de la aupernce exterior que conste. del áru de la lIMe, mú el ár5 
lalera! del. cilindro y el ár5 de 1, lem>esfera: 

(D) 

It.ta ea la fuoción ,la cua.I dlllieatnOll minimizar. Consta de d Oli variables. De la relación (A) ~amoI h: 

2 1000 2 
.. r

2
h:: 1000- 3_r3 '"" h = -;;:¡- - 3r. 

SWltituimOll ftlte valor en (8 ) y obtenemos: 

CalculamOll primera y segunda derivada: 

M '(r) _ ~ .. 2r _ 2000 _ lo..r1 - 6000 
3 r~ 3r2 

10 2r 10 1 
MH(r) - '3" + 2000;:¡ - '3- + 4000;¡ > O, m.inimo. 

Ca.lculamOlS puntos críticos igualando a ccro la primera. derivada: 

600 ,{600 (600) I 
M'(r)=0.:>H}1rT3 - 6000=0.:>rl _-;-~r- V-;- - -;- ... 5.75882. 

Sust¡tu~ d o esl.e valor en (C) : 

.~ .(~rH~)I - 1': .. (;rH~)I ­

~ ~ g]l -¡ (~) I -~ (~) 1 -¡ (~) I ~ 
~ (~)l __ , 

(e ) 

es deci r, ha.llamOll que la lata. con las condiciones dadas debe tener la altu ra del cilindro igual que el radio de 

la baile. 
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Recuperación, evaluación 2 

1. ReIIOlver la desi¡ua.ldad I zl _ 4 1 ~ ~2 + % + 1. 

't' Esta. desigualdad I'!II equivalente .. las liguientes: 

Ca) r - 4 ~%2+%+ 1 ~ - 4 <:: :1' + ¡ ... zE (-tXl,-5!: 

(b) r - 4 :s: _(%2 + % + 1) ~ %2 - 4 :s -r - % - t ... 2z2 + % - 3 S. O. 

Calcul&mOll J.as ralOM de la ültima cuadr'tica: 

- l ±..¡r:¡:-N - 1±5 { l z _ .--., 3 4 4 __ = __ 
4 , 

entonces, 2%' + z - J '" 2(% - 1) (r + i) . 
UsamOll la si¡uiente ta.bla. para re80lver la dl'!lligualdad 2z2 + z - 3 :s O: 

Signo de 

Intervalo z+! z - l 2r+z - 3 

%<-1« 1) - - + 
- f < % < 1 + - -

%> I(>-j) + + + 

Por 10 tanto, 2z2 + % - 3 :S O te cumple l5i z e [-~, 1] . 

La solución de la dmilualdad original f!8 la unión de loe dOll C85OI5 anterion18, es deci r. 

2. Sean I(z) " -~ &.: g(t) .. .¡¡-::Tt, eruxmtrar: 36 -r~ 

(a) D, "D, 
't' Puesto que 36 _ %' .. O ~ r " ±6, tenemOll que: 

Dominio de fez ): DJ " {J: E R 136 _ Z2 ;. o} - R - ( - 6, 6) . 

9 



10 C&lculo Diferencial e Integral I 

, 
Puesto que 8 - 3t ~ O ~ 8 ~ 3r .... 3 ~ l, entonces: 

Dominiodeg(x): D, _ {z E R 18 -Sl 2: O} .... D ... (--oo,~] . 
(b) (/ 09) (z), (~) (z ) y 5UIII flIfipectiVQI dominios 

.. Vemos que 

(fog)(:t) - /19(:1:)1 - /(./8-3%) = 36 (~p 
8-3z 8-3z 

36 -(8 - 3z) --28+3% " 

Para que :t E D/ ~., se debeu cumplir las siguientes mndiciones: 

I.ZED~ - ( - oo,~l 
2. g(:t) E DJ~ ~E R - {- 6,6}; 

JB=JX es siempre posi tivo, por lo tanto nunca puede ser igual a - 6. 

28 
Vam058, ca!cular cuando ~ ... 6~8 - 3z _ 36=:>z = - "3' 

Por lo tanto: 

Calculamos: 

x' 
(
/) I(x ) - 36-x' x'. 
9 (r)-g{r)-~" (36 l:2)~' 

DL '" D/nD, - {%E R Ig(.r)+O} . 
• 

1. DJ nD, = ( -oo,~] n IR - {-6,S)]- (-00, i] -{-6) ; , 
2. g(z) = 0_ v'8"'='3i "" 0 _8-3% - O _r _ 5"' 

Por lo ta.nto: 

D ¡_ ( _oo.~ ) _{_ 6) . 

4:1:3 - 4:1;2 _ 3z 
3. Sea f(r) = 2z3 + 3%2 9%' enoonlru: 

(a) Dominio y raíCUi 

,. VemOO!i que 
r (4:t2 - Ú - 3) b ·2 - 4x - 3 

/(%) - ",(2%'+3r 9)- 2%'+3:<" 9 ' 8; %",0. 

Vamos a faaorizar el numerador y denominador, encontrando SWI rafoe!l: 



Recuperación, e'J&Iuaci6n 2 

1. Numerador 4z' - 4z - 3: 

Así: 

2. Denominador h"2 + 33: - 9: 

{

' 3 - 3 ± ...-'9+"ñ -3 ± 9 -. - -, 
z = 4 - - .- - l' --;¡- _ _ 3 . 

Sustituyendo, 

concluimos entoncel! que IIU dominio e.: 

D, = R -{-3,O,n . 
Por otro lado, la única ,alz de / es % _ - ~ . 

(b) Puntos de disoolltinuidad y su c1asi5aci6n 

" z = ° m una diacontinuidad removible y le tiene que 

1 ,. - i 1 
IIm/(z ) _ lím2:::"":""¡ . 2 --; 
k....(l ~ ....(I %+3 3 3 

3 
:z: = "2 m una dillcontinuidad removible y le tiene que 

1 
%+ - W, , 8 

IIm/(z) _ IIm2 ~ .. 2 ~2 T= 9 ; i-J ~_J:Z:+ +3 ~ 

se tiene \.a.lDb~n que :1: _ - 3 m una d iloontlnuidad infinitA. 

(e) Ecua.ciones de 111.19 uíntotM vertiCllICIJ y horiwntalm 

" Puesto que 
1+.2... 

11m 1(%) _ IIm '- ,% _" __ *00 ~ _ ± "" ~ 

tenem06 que If - 2 f8 la ÚniCll u intotA horiwntal . 

11 

Se ve también que :z: _ - 3 es una MÍntota vmical. Vamoa a calcular 1011 limites laterales para ver el 
eo mportam ~nto uint6t.ico de la función en este númera: 



12 Cálculo Diferencial (! lnt.egnJ I 

por lo que 

"2!,,\-'(') - 2"C~;lr . 2"(iJr · " (~r ·+oc 
2. ~ ..... -3-+-,,*r+3>O ... r+3-0" 

por lo que 

lfm /(%) - 2 =:.....:.....a. _ 2 .:..a. =: =.:- =-00. "(_3+ 1
) " " (-')" " ( ') " ___ 3' 0+ 0+ O 

(d) El;bozo grá.6oo 

... La gráfica de la función f(x ) es 

4. Sea f{;,:) = sr - sr, eocontrar: 

(a) Jnterv.tJ05 de monotorua, máximot y mínimos 

" CalcullU1lO6 la derivada 

Las raíces de la derivada son r '"' O Y C\W1do 

.. ( ,12) ( ,12) El SIgIlO de la denvada lo da el factor 30%2 - 15 = 30 :z: + 2 r - 2 . 

Usamos la tabla alguient.e para ver 1011 inurvaloe de monotonl .. : 

Signo de 

IntervaJo ,+4 , - "f ,'(z) 

>< -"f « 4) - - + 
-4 <><4 + - -
,,4(> -4) + + + 



Recuperación, evaJuación 2 IJ 

. ( ../2) (../2 ) entoDOell,/(:r.)e:!I creoenteen - 00'-2 yen 2 ,+00, . 

Se tiene que I(:r.) fa decreciente en (-fi, fi) 
pOr lo tanto, aplica.ndo el criterio de la prim~ derivada, en z - -if ,., -~ , se tiene un mhimo loca.I 

estricto; Y en z s fi - ~ , te tiene un mlnimo local estricto. 

(b) Intervaloe de oooca.vidad y puntal de inAextón 
,. Ca.lcu1amoe la segunda derivada: 

y vemos que: 

4:r.
2

- t _ 4(Z + n(z - D · 

Para calcular Jos intervaJoe de conca.vidad usarnoe la tabla.; 

Signo de 

Intervalo >+! > > ! 
:r. <-!«O<!) - - -
!<z < O« U + 

(- !<)O < z < ! + + -
z>!(> O>-!) + + + 

I"(z) 

-

+ 
-

+ 

ento~, I(z) es cóncava hacia abajo, I"(z) < O, en (-00, -D U (o , ~). 

Y I(z) es cóncava hacia arriba, I"(:r. ) > O, en ( - ~ , O) U G ,+oo)' 

Debido a que ~ cambiOll de conca.vidad y a la continuidad de 1, se tier.en puntoll de inftexión en 
1 1 

:r.=-2':r. - Oy z - 2· 

(e) Decir si la fuoción es p&r o imp&r 

,. Puesto que 

I( - :r.) _ 6{_ :r.)5 - S( - :r. ) ~ '" _ 6:e5 + S:e3 :z - (6z~ - Sr) = - /{:r.) , 

tenemOll entonoes que I(:e) C6 una función impar. 



14 Cálculo Diferencial e Integral 1 

(d) Esbow gráfico 

't' La grá fi ca de la ( U/lciÓII f ez) es: 

, 
"7!' 

I 
5. Encontrar la ecuación de la recta tangente a 

en el punto (O, 1). 

't' Las ooordenadl\5 del punto (O, 1) satisfacen la ecuación 

2 x01 _ 3 x 13+ ~ = - 3 - 2 = - 5 . 
0)(1 - 1 

Existe una fu nción 11 = 41(:1: ) definida implícitamente. Vamos a derivar la eo::uaci6n oon fe5pectO a x para 
obtener: 

Valuamos y'(O, 1): 

4% - 911 '+2 (:r:y - 111I' - II(II + ZIl') O~ 
!I (XII 1)2 

~ 4 :r: _ 9!/!I' + 2ZW' - "¡ - 1I1_:r:W' -O=> 
(X1/ 1 )1 

=>4:1: - 91111' + 2(- '1'-11)2 = o=> 
:1'11- 1 

l , 2 , 2¡f 
=>4x - 9y1l - (zy _ l )2Y - (XII_ I )2 = O => 

~ [-9'; ---'- -]11 ' = - 4x + ~ => 
(XII _ l )2 (xy - l F ,,,, 

- 4;1;+ (xlI - I F 
=> JI' --

- 9IP - --'-­
(.:.;y _ I )2 

¡¡'{O,l ) = _ 91_ 2 = - ~l ' , 
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y pOr lo u.nto, la ecuación de la recta q1.Mi pMa por el punto (O, 1) con pendiente -~ es 

/1 - 1 2 2 r=o: - -il ~ /1 - -il% + 1. 

6. Calcular I'(z) si I (z) = '¡ 4 ~1 + .,,127 - i, . 

• Tenemos 

I'(z) _ 1 [St+ ~(-2)1 ~ 
2,f4:' + J17 2z 2v4.1- ... z 

- ~,C'¡" 4 ",.+ " I~:n~7"',I", [8~ - ~] . 

1. Oetenninar el volumen máximo po!lible para un ci lindro circular recto, ai el área total de su superficie, incluyendo 
las d06 tapas, es de 1.5O!r cm'. 

• Usamos la figura 

El volumen del cilindro es: 

ésta es la función de la que descaDlOll caJeula.r au máximo. 

El área total es: 

i 
1 

A _ 2"r' + 271'rll _ 15071', de acuerdo al enunciado. 

Df:spejam06 h de la ecuación a nt ~ r; or y la sustituimos en el volumen 

,l+ rh _ 15 

h _ 15-
r2 _ ~ _ r , , 

V(r) _ ..... ' (?t- -r) _ 1571'r - 7I'r3 . 



16 Cálculo Diferencial e Inl.efraJ 1 

PodefllOll deri\I&C el volumen, con IlIlIpecto .. r : 

V '(r) _ 75:11' _ 3 .. ,.2. 

V "(r) _ - 6l1T < 0, cóncava hacia abajo la gráfica de V (r) . 

Para calcular 1011 punu. altieoe, i&ualalllOl a cero la derivad .. : 

" V' (r)_ O "* 75'11' _311T2 _ O ,,* ,.2:z J -= 25:;. r '" 5 . 

Con este valor del radio, que da un m'-x.imo abaoluto para el volumen, calculamoll h: 

" h '""'3- S- 2Q 

h ..... _ 4,."" • . 
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1. RNoIver la desigualdad 2% + 5 < ....!!..... - z+ I 

,. DI:wIe luego:z: + 1 "" 0, es decir, % "" - 1, por Jo que - 1 no pertenece al ooll,junto $Olueión de la detligualdad. 

Pueden ocurrir entoD0e5 dOll 008&II: 

o bien z+ I > O o bien r + 1 < O. 

Analicemos el caso primero en que:z: + 1 > 0, es decir, que % > - 1. 

Multiplicando a amboa miembrOll de la desigualdad por % + 1 !le preserva el sent ido de la desigualdad; la 
propUeIlta fI! equivalente !lo 

l' (2:1: + 5)(%+ 1):S i+í(z+ 1). 

Etilo es: 
2;¡;1 + ~+5z+5 :S 14 _ 2%2 +1%+5 - 14 :S O ~ 2%' +7%-9 S O. 

AverigijemOll cuando 

22:2+7z_9 _ 0 ~% _ - 1: ~ ... 
• 

- - , .. ,¡m _ -';11 . {¡:' {
-~ 

~ 2 
1. 

HalJemosel sigoodel polinomio/(:z: ) - 2z2+ 7:z: - 9en los intervalos (-00, -i) ,( -~, 1) Y (1,+00), tomando 

1,111 punto en cad .. uno de ellos, digamOll: 

-H (-oo,-j), O E ( - ~,l) Y 2 E (1,+00). 

CalC;UlarnOll fez) en _ punt.o.: 

/ (-5) _ 2(_ 5)' + 7(- 5) - 9 _ 2 .. 25 - 35 - 9 _ 50 - 44 _ 6 > 0 , ahora como el polioornio ee OOlItinuo 

en R y no e/I cero en ( -00, _~), entonCe!l, en todo el intervalo t iene el mismo signo; luego 1(%) > O para 

,. (-oo,-D 
De la misma manera: 

feO ) ~ 2 x al + 7 x 0 - 9 - 2 x 0 + 0 -9 " O - 9 _ - 9 < O, por Jo que f (:r ) < O para:r E ( -~, 1} 

/(2).: 2x22 +7)( 2 - 9 - 2)( 4 + 14 - 9 - 8+5 .. 13> O,de dOllde~sigueque f (:r) > 0 para 2: E (1,+00). 

l' 



18 Cá.lculo Diferencial t Inte¡¡;ral I 

Aoora busquem06.r > - 1 ~.r E (- 1, +00), donde I (x) = 2:1;2 + 7x - 9:S 0, eIi decir, 

Como !le ~ en b. figura siguiente: 

1------------- 4 

, ., 

... ----------1 

., , , , 

, 

1 ______ -----. 

Considerando ahora que x < - 1 q.:t + 1 < 0, al multiplicar a ambos miemhrOl'l de la desigualdad por :z; + 1 Be 

invierte el sentido de la delligualdad, y la que teuem06 que reeolver ahora es: 

l' 2% + 5:S; :;:j:l C$ (2% + 5)(z + 1) 2: 14 ~ ¡(xl "" 2:.:2 + 7% - 9 2: 0, 

_5,>< (-~, - I )n{ ( - ~ ,- ~lU[1 , +~)} - (-~ ,- ll 
Lo anterior !le visualiza como sigue: 

. ., o,. 

.--------

Por lo q ue en defin it iva, el conjunto IIOl ución es 

Como podrernOll verificar, - ~ y 1 aa.tisfaQell la desigualdad propUelita. pues a l hace r % _ -~ &:z; - I 

respectiva.mente: 
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Pero en cambio, como !le demuestra,:r:: - 2 &/;:r: 2 no la satisfacen: 

2(- 2)+5 _ -4+5 _ 1 f, _I_'_ .. '!! _ - 14 ; 
- 2+1 - 1 

2(2)+5"" 4 +5 _9 f, ~ ... ~ .. 4+ ~. 
2+ 1 3 3 

2. R.eenl~r la del!iigu&ldad \ - 2:r - 41 ~ 3 - 2:r . 

• &ta. deBigualdad equivale B. las dos desigualdades 

- 22; _ 4 ~ 3 - 22; , la. primera y - 2:r - 4 S -(3 - 22:), la. .segunda, 

por lo que t.enemo. que resolver cada una y uni r I0Il conjuntos 801uci6n reeultanl.eli. 

TralipolÚmdo térmitlOll en la primera ob~ que: 

-2:r- 4 ~ 3-2:r c:I> -2x+ 2:r ~ 3+4 ~ O ~ 7. 

19 

Lo cual no ocurre para cualquier :r, de \o que !le deBp",ode que el conjunto IIOluci6n de esta deBigualdad es el 
conjunto vado, 0. 

fUciendo lo mismo en la segunda teneIDOll: 

-22;- 4 S -(3-2x) ~ -22: - 4 S -3+2:r ~ -2;r- 2x S -3+ 4 c:I> 

~ -4% S I Q X ~ -¡ ~ x e (-¡,+co). 
Por \o que el conjunto 80Iución es precisamente 

0U H.+oo) ~ [-¡.+oo) . 
1 1 

Confirmemos, por ejemplo, que x = _;¡- si satisfaoe la. desigualdad, poniendo en lugar de:r, - ;¡-

3 . .... 

i-'(-l)-+H-+IH-I I;' I-HI+ 
> 3 -2 - - _ 3+_=3+ ______ · 

( 
1) 2 l 6+ I 7 

- 4 " 2 2 2 

-2 
/(x) .. l - 2:r2¡ g{x) " v'3x - l &: h(x) " ~ ; 

determinar: 

(a) Los lliguienteB dominios: D" D, &: D~ 
• Dominio de / : D, = R ; 

Dominiodeg: D, - {x e R!J.:r-1 ~O } .. {x e R!3x~ I} _ {:r e R l x ~ ~} - (~ ,+cx»; 
y, por ú.ltilllo: 
Dominiodeh: Dh _ R _ {XE R \:r- 2 - 0) " R - {:rE R \x- 2} '" R - {2} . 
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(b) La,.¡ fundones: [(~)ohl(X) & (glh-' f)(:z:) 

., Tenemos que 

determinar: 

, 
1 - 2--­

(x _ 2)2 

J ' - 1 , - 2 

(%_2)2_8 

~ 
I 6 (:1:: 2) 

V ,2 

'" :r;1 - 4X - 4J %-2 
(2: _ 2)2 - 4 -:1:' 

(glh - /)(x) = (1h)(x) - /(x) = 92(%)h(z) - /(x) = 

(Z-Z)2_SJ z - 2 = 
(;,;_2)2 - 6 -:1;+ 2 

= ("'3:1: _ 1}22 _ (1 _ 2:z?) = (3:1: - 1)(- 2) - (1 - 2:1:
2

)(.7; - 2) 
x - 2 x 2 

-6x+2_z+ 2 +2x 3_4x2 2%3_4:1:2 _7:1:+ 4 

, 2 

(al J)Qminio y raíC611 
., Dominio de f : como /('x) es una función racional su dominio es el complemento de las , &00II del 
denominador. Como 

2r _x2 - 3% = :1:(2%2 -x - 3) = 0 # Z = O o 2:1:2-z - 3 = 0 

ycomo2x 2-x - 3 = O~:I: = 1±..,tr+"24 1±....'25 = ~= { ~ 
4 4 4 - 1 , 

se tiene entollces que D, = R - { - 1,0, ~ } . 

Las raloel'l deben ser 106 puntos donde se anule el numerador: 

4:1:3 - 2z1 _ 12z = 2x(2:1:2 -:z: - 6) = O ~ x = O Y también 

x = l±.¡r:¡:48 1± .j.i9=~ { 23 
4 4 - 2 . 

Pero, como O ~ O" entonOO'! las únicas r8.ÍCftI 1100 - ~ Y 2, 

(b) Puntos de d iocontinuidad y clasificación 

,. La función / el discontinua en las raíOCll del dellOminador - 1, O y~. Ahí tenem05 que 
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PUflOI el lím (% - 2) = -3 Y el ¡¡m (x - ~) "" - ~ son negatiVO!!. 
~ _ _ L ~ __ L 2 2 

Yen arobio, el lím 2 (x + ~) > o. z _ _ L 2 

Mient raa que el .,~~ _ (x + 1) = O con valores negatiVO!! y el ~.!!~ .( % + 1) "" O COIl valores positiVOti 

Pllr otro lado 

2 ( % - 2 ) (X + ~) 
lim/(x) = Um 2 

2( - 2 ) ~ - 6 6 X 2 

Ht = ~ = -,- "" 4 ; 

por último 

.~ .-. ( ') x-
2 

(x + l ) 

2(z - 21("+') 
Jím f ez ) = tim ( ) 2 

... -v z-v x - ~ (x +l) 
2 

±oo . 

PUCf! el lim 2 (x + ~) yel Hm (x + 1) son positivos. Además lím (x - 2) < O. 
,,- ! 2 z_ j z-i 

Y el llm_ (" - -2') = O OOn vu.lores negativos; pero el lím + (x - ~) = O con valores posit iVOti. 
z- t ~-i 2 

21 

, 
Luego, % = - 1 k x = 2 son diso:mtilluidades esenciales: espe.:í6camcnte ambas SOIl infinitas; mientr!1;5 

que en x = O hay una d iscontinuidad removible 

(e) Ecuaciones de sus lIIlintotaa verticales y horizontales 

y Por lo que acabam06 de ver, las rectas % = -1 k % = ~ son !l;5intotas verticales, y para hallar la 

horizontaJ calculamos: 

( 
2 12 ) 2 12 

xl 4- ;-z¡ 4 - - - 7 4 -0 - 0 4 
Um f(z )= [¡m ~ Jím ~ ", _ __ =_=2 , 

.. _±oo Z _±""X3(2 _ !. _ ~) -- ±""2 - - - - 2 - 0 - 0 2 
%% ~ x,¡:~ 

luego la recta 11 = 2 es asíntota horizontaL 

(d) Esbozo gráfioo 
" La grMica de la función f(x ) es 

--- --- --- --.. -
· 112 

ti '" 
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5. Sea fez) = ~r - lr', determill&r! 

(a) lnterv&los de monotonía, máximoe y mlnim08 
.. La lDOootonla de la función MIl la da su derivada.: 

/'(%) _ 9%4 _ 9~ _ 9%'(%2 _ 1);. O ~:¡-' = O Ó ",' - 1 =- O ~ 

COlo % _ O 6 (% + 1)(% - 1) So O "'" r; = O 6 % = - 1 Ó % = l . 

VeamOll el. signo de la derivada fuera de e6\.Oe t res puntee crítiOOll, aprovecha.ndo el hecho de que el continua 
~ R . 
Los trES puntos cdtiOll!l dividen al eje real en cuatro subinterval08: (-00, -1 ), (-1, O), (O, 1) Y (1, +(0). 
Elegimo!¡ un punto en cada uno de ellOll y determinamos el signo de la derivada en él, que !lefA el mismo 
que tiene en todo el intervalo, ya que ah! no tiene r. loes. A.sI: 

-2 E (-oo, - 1) ~ 1'(- 2) > O .. !,(:el > O en (-00, -1) ~ fez) es creciente en (-oo, - 1); 

-~ E (- 1,0) ~ f' (-D < O"'> I'(x) < O en (-1,0) "* I(x) es decreciente en (-1,0): 

~ € (O, 1) =lo,' O) < O =-I'(z) < O en (0,1) =lo I(x) es dec~ente en (0,1); Y por último, 

2 E (1, +(0) =lo 1'(2) > O '* F(z) > O en (1, +(0) =lo f(z) ea creciente en (1, +(0). 

También de aquí retulta que en % _ - 1 hay un mbimo, pUEfil la función p&Il& de &er creciente a eer 
decreciente; y en % - 1 hay UD mínimo, porque ahora la función cambia de decreciente a creciente. 

El ,. f () 9 9-15 6 
mlD.llllOI':II 1 -5- 3"-'---5. 

Y eI máximo 1':11 /(- 1) '"' -~ + 3 .. - 9; 15 _ g. naturalmentl!, PUEfil la funei6n 1':11 impar. 

(b) l n~08 de oone&vidad y puntol de in8exi6n 
• De (lItO lXlIJ habla la segunda derivada: 

1"(%) - (9z' - 9%2)' ,., 36%' - 18% '" 18z(2z2 - 1) = O ~ 

I I 
~ %'" O Ó 2:1;1 - 1 ., O ~ %2 - "2 ~ % "" ± ,f2 :::: ±O.701106781 . 

Prooed&mOl'l e>;acta.mentl! igual a oomo lo hicimol!l para di.8cernir la llIonotonía de / . Sean: 

- 1 e ( -~,- ~); 

- ~ e ( - ~,o ) ; 

~ e (0,:72) y por último 

l e (~.+oo) ; 

1"(-1) < ° ~ I"(z) < O en ( -~, -~ ) ~ /(%) es cóncava hacia abajo en ( -~, -~); 

1" (-n > O ~ I"(z) > O en ( -~, o) _/(z) el cóncava hacia arriba en ( -~.o). 
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/" (O < O,.. /"('&) < O en (o , ~) ..;. J(%) es cónca ..... hacia abajo en (o , ~} 

/,,(1 ) > O",. 1"(%) > O en (~ , +oo) ",. J(%) es cónca ..... hacia arriba en (~ , +00). 

En % ., - ~ y ea % _ ~ hay puntoll de in8exi6n, ya. que en elloll la curva oontinwt. a mbia el xntido 

de su amavidad. 
Los puntos de la Iráfia de J !lOO: 

[ - ~ , J (-21~2) ] >: ( - ~ , _ ~2 -~/ 2 + 3 '" 2- l/
2
) ". ( - ~ , O . 74246212) ; 

[0,/[0)[ ~ [O, O) 

[ ~ , J(21 1 /2 )] :Z' (~ ,- O . 7"246212) . 

(e) Decir sí la función es par o impar 
• Ya ve(amoa que era impar. 

(d) Esbozo I r&6oo 

• La gráfica de la función 1(%) el! 

·0. 74 

" 

, 
J, 

I 

6. Caleu1ar /,(z), ai J(%) _ ';u2 + '127 Ú . 
Además, determinar la ocuaei6n de la recta tangente a la gráfica de J(%) en el punto de coordenadll$ (1,3). 

J{z) = [4%2 + (27 _ 2Z)I/ 2)1/ 2 ~ -, 
.. + ~ % 8:I:,nr:::'Ii - 1 

- /'(%) '" - . 
2';4%2 + - % 2J(,17 - 2%)(4%2 + .;'I'f"=2i) 

Luego, la pendient.e de la r«:ta Ulll&ente en e l punto (1, 3) ... 

8....'2f"=2 - 1 40 - I 39 39 . 
J'(1) '" 2';25(4 + 5} '"' 2\!ñs - 2>< 15 - 30 ' 
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y la ecuación de la recta tangente requerida es 

39 39 39 39 51 
1I- 3 = 30(:1: - 1) ~ '!I = 30% - 30 + 3 ~ 11 = 30:1: + lO" 

Ob6ervaci6n: el punto (1,3) sí pertenece a la gráfica de la función, pues 

/ (1) = V4 + )27 - 2 = ";4+ .ns =.;:r:t5 = ../9=3. 

7. Un hombre se encuentra en Un punto A de la orilla de un rio rectilíneo de 2 km de ancho. Sea. e el punto 
enfrente de A en la otra nrHla. El hombre daorea n"'gar a un punto B si tuado a 8 km a la derecha y en la misma 
orilla de C. 

El hombre puede remar en su bote cruzando el río basta el punto D entre B y C. Si rema a 6 km/ h y rone a 
8 km/ h ¿a qut! distancia debe estar D del punto e, para llegar al punto B lo más pronto poIIible? 

• Hagamos un bosquejo figurado de la situación: 

• • :'-, 

': 

, , , 

Queremos hallar :1: de manera que el tiempo para ir de A a D por el río, y de D a B por la o rilla, sea mínimo. 
Por el teorema de P itágora.s AD = ~ ; entonces, el tiempo empleado para recorrer esta distancia es 

..;.r:ti' 
IL = --,- horas ya que 

. espa.cio recorrido espacio rewrrido 
tiempo empleado = velocidad ' puesto que velocidad '" tiempo empleado· 

, -% 
El tiempo para rewrrer DB es 12 = - , - norll.'l . 

La función de la que vamos a bWlCaf su máximo es 

Su derivada es 

~ 8 - 1' 
T (z) = t) +t~ = - -,-+ - ,-. 
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éste es el único punto crítico. 

Calculamos la !legunda derivada: 

6v'i""+i'l - 6x2x 

T" (%) = ~ 6(4+%2 )_ 6%1 
(6..14 + X 5}1 36(4 + :t1}.j4 + xi 

24 2 

= 36(4 + %1 )..14 + %~ - 3(4 + :t1}.j4 + x' · 

24 + 6%1 _ 6%2 

36 ( 4+% 1) ~ 

Observemos que T" > O siempre y en particula.- T"(2.2ti) > 0, por lo cual existe un m(nimo loea.l. en % = 2.26 
km; podemos considerar que el dominio de la función T es lJ.r = [O, S] , pues no tendría sentido desembarcar a 
la izquierda de C ni mM allá de B ; luego el mínimo el el meno. de 1011 tres números: 

2 S - O 1 4 
T (O) = "6+-,- = 3 + 1 = 3 b = 1.3 hora; 

T(2.26) = ~ + S - : .26 _ ~ + 5.;4 = 1.2175 hora; 

T {S} = ..14 + S:I + ~ = ..14 + 68 + ~ "" 1.41421352 hora. 
S S S 8 

Luego efectivamente el t iempo mínimo se logra si desembarQ!. a 2.26 km de C . 
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1. Considere la función I (x ) - (22: ~ 4 )~ Y determine: 

(a ) El dominio, raíoes e intervalOll de oontinuidad 

... Su dominio: D, _ {Z E R I 2z - 4~O} _ {ZE R Ix1>2} "" R -{ 2}; 
Su raíz es:l: = o. 
¡ (xl el; cont inua en tu dominio. 

(b) Aalntotas verticales y horizontaJerI 

" Sil'«ribimOll: 
2x x 

/(xl - 4(% _ 2)2 - 2(%2 4z + 4) "21~x'--:;--'!') , 
vemO!! que: 

por lo I.iulto, 11 = O el una aIIintota borizontal . 
Vemos tambitl;o que z _ '2 es una aaintQta vertiaLl . 

TeoernOll que: 

(e) Los intervalos de monotonla, los punt(Je múil1lOOl y mínimos (abllOlutoa y relatiVOll) 

'f Part.iendo de 

ca1cul&mos la derivad. 

I (%-2)- 2;¡-
2")( (z 2)3 

El signo de esta derivada viene dado por -(z - 2) Y z + 2. 

ConstruimOll la tabla: 
Signo de 

Intervalo x+2 -Ix 2) J'(z) 

%< - 2 «2) - + -
- '2 <z< '2 + + + 

z > '2{>-2) + -

27 
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y concluimos que: 

f(z) eIlcreciente parazen (-2,2); y que 

f (::) es decreciente para 'Z en (-00, - 2) Y en (2, +(0). 
Con esta ilÚorma.dón !le ve que f(z) no tiene máximo relativo ni absoluto y que en:r "" - 2, 1(1.;) tiene un 
mínimo local que también es absoluto, en el punto 

[-2,/(-2)1 = ( -2, ~) = (-2,-fe). 
(d ) Lc8 intervalos de concavidad y puntos de inflexión 

l' Partiendo de 

, 1 %+ 2 
I (:el = - 2)( (%- 2)3' 

calculamos la segunda derivada 

/"( )=_ ~ x (%- 2)3_(.1'+2»)( 3(:1:- 2)2 _ ~)( (x- 2)-(3:r+6) 
'Z 2 (z 2)& (z 2)· 

1 x - 2 - 3%-6 1 - 2% - 8 %+ 4 
=- 2)( (x 2)' - 2 x

(x_2)'={z _ 2)" 

El signo de la segunda derivada Jo produce 'Z + 4, asl: 

/(;¡;) es cóncava hacia abajo en (-00, - 4) pues I"(x) < O; 
¡ (xl es 06m:ava hacia. arriba en (-4,+00) ya que ¡"(x ) > O; 
En X = - 4 hay un punto de inflexión. 

(e) Bosquejo grlUico y rango 

't' La gráfica de la función f {z ) es 

f l x ) 

., 

2. La altura de un objet.o a 106 t regundO$, despu ~ de dejlU"lo caer desde 500 pi .... , está dada por 
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(al ¿En qué int.erv&lo de tiempo el objeto le encueotra arriba de 356 pis? 
,. Conte6tar esta pregunta es equivalente. raIOlver la df!8igualdad: 

500-1611 >356 ~ 144 > 16t] ~ 9 > t1 e.3 > It l. 

La solución de la desigU&ldad .... t E (-3,3), pero considerando que t 2: 0, el objeto !le eQC\lentra arriba 
de 356 pies si t E [0,3). 

(b) C&lcule la velocidad media d~ objeto en el lntel'vlllo de tiempo 11,41 
,. Si efectuamos loe siguientes calculo&: 

1(4) - .(1) "" (500 - 16)( 16) - (500 - lti) "" - 256 + 16 .. ~ .. - 80 
4 - 1 3 3 3 ' 

comproba.moe que la velocidad media es de -80 pies/ s. El objeto cae. 

(e) ~mine la velocidad instantánea. al tiempo t 
,. ¿En qu~ momento la velocidad instantánu ts igual a la velocidad media caLculada en el inci80 IUlteriol? 

Calcula.moe la velocidad instantánea. 
v(t) "" .'(t) = -32/ 

y con ello comprobamoll que 
- 32! _ -SO ~ t = 2.5 segunda.. 

N6t.er1e que 2.S E (1, 4). Se cumple con el teorema del Valor Medio. 

3, Considere la función 

(al Viendo la tabla de valores de 1, calcule !~J (z) con do!; cifrAS decimalell enctas 

% f(c~) 

1.991 1.60096 

1.998 1.66286 

1.999 l.66476 

2 Indeterminado 

2.001 1.66858 

2 .002 1.67049 

2.003 1.67241 

• Se oomprueba que !~f(% ) - 1.66. 
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(h) CaJcule exactamente Ilm fez), usando la. exprellión algebraica de la runción .-, 
" VerTIOIIique: 

~ - Z - l _ ..Ii3"=? - {z+l) >C ~+(z+I),.. 

%7-5% +6 x2 Sz+6 .113 xi +(r+l) 

Entonces 

.(13_:z;2)_(%+ 1)2 ..: 1 
%2 5%+6 " 13 %2+ (.3:+1) 

13-z2-(r+'h+ I) 1 
- %2-5% + 6 )( "13 %'+(%+1 ) 

-lr- :b: + 12 1 
%2 5z + 6 x v'iJ="il + (r + 1) 

__ 2%2+ %- 6 x 1 

:z;2 - ~z+6 ~+(x+l) 

__ 2(z-2)(z+3»)< I 

(z - 2)(% 3) v l 3 :z;~+(z+l) 

__ 2% + 3)(1 (s¡z- 2tO~x+2) . 
x - 3 vlJ - z"l+(z+ l ) 

¡im/(z) _ Hm[_ 2
Z + 3

X 1 1 
~_2 .. _2 z - 3 ';13 x1+ {z+l) 

_ - 2.!. )( 1 .. .!E. = 1.6667. 
- 1 ,)13-4.+(2 + 1) 6 

¿Cuál ftI la tercera cifra decimal exacta del v&lor ~Ilim ¡ te? 

Con lo anterior calculado, podem08 responder que 6 es la tercera cifra decimal del limite. 

4. Dos trenes parten de una estación con 2 bons de direreooa. El primero en partir se dirige ~ el norte con 
una velocidad de 100 km/ h; el segundo en partir se dirige hacia el e6te 11. una velocidad de 60 km/ h; La qui 
ra:Wn está cambiando la distancia entre kili 2 treDeS, 3 horas después de partir el segundo tren? 

,. Usamos la figura 

d (t) 

,(t1 
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Para todo tiempo 1, dellpués que ha. saJido e1l!egundo tren se t iene: 

Derivando con rspect.o a t tenemos: 

2d{t}d'(I)" 2%(I)z'(t) + 2y(I)I/'(I), 

entonces 
d(I}d'(I) - z(t)z'(I ) + l/(t )I/'{t ) 

y 

d
' ( 1_ Z(I)z'(I ) + 1/(1)11'(1) . 

1 d{t) 

TenemOlS la si&uiente información: 

Z(I)" 60t km, t .. O el la salida del segundn tren; z '(I) = 60 km/ bora. 

Jl{t) - 200 + l OOt km; cuando t = O, el primer tren ha recorrido 200 km; y '(t ) - 100 km/ hota. 

d(t) - vz:l(t) + y(t). 
U8&Ildo esta información en (A), para 1 _ 3: 

d /( 3) = ISO " 60+ 500 ,,100 "" 114 .412 kmj hora. 
\/lS05 + 500' 

5. Sea I (z) la función que tiene la sigulent.c gráSea: 

~------
· 1 · 1 

\1 
Determinar: 

(a) Loe interv&lorl de continuidad y loe $isuient8 valorell 

.~ + I (z ), .'.!.'!'./(z ), !~/ (z). &: I (a) 

para a = - 2, a _ 2, a " 5. 

,. La función llII continua eo 

(-00, -2) U [-2, 2) U (2, 51U (5, +00) . 

" 

(Al 
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TenemOti 

lim ¡ (xl = 2; tim I (x) = 3; lím f(xl no existe; /( - 2) = 3: 

~ 

__ 

~-~ 

__ 

2~ 

.. _ _ 2 

tlm f{z) = -00: Um f(x) = 5; lim f{x) no existe: f(2) no está definido; 
._~ - ,,_2+ __ 1 

lím I(x) '" 2: lím f ez) = 2: I¡m f(:ro) = 2; ¡(5) = 4. 
,, - ~- __ 6+ ,, -~ 

(b) La clasificación de discontinuidades ¿En cuáles punt05 y 0011 qué valores se puede redefinir fez) para 
convertirla en una función continua en esos punl.oli? 

" En z = - 2 se tiene una discontinuidad de saJto. 
En z = 2 se tiene un&. di.ttcontinuidad esencial infin.ita. 
En 'Z = S se tiene uoa di.!lcontinuidad removible. Si redefinim06 la función como / (5) = 2, la función se 
hace continua en este punto. 

(e) Los intervalos donde l' > 0, /,(r) < O Y 106 puntos donde /' = O o doude no existe la derivada: 

" I'(x) < O eo(-00,-2), (-1,2) y en (2,4): 
1'(%) > O en (- 2, -1), yen (4,+00) - {S}: 
,'(z) = Oen:r =- l : 
I'(x) no existe en x = -2, x = 2, z = 4 Y z = S. 

6. Un t ro-.eQ de alambre de 10 m de largo se corta en doo parLeS. Una se dobla para formar UD cuadrado y la otra 
para formar un triángulo equilátero. Hallar cómo debe corta.rse el alambre de modo que el á.rea encerrada sea: 

(a) Máxima 

(b) Mfnima 

Interpretar prácticamente sus resultadOll. 

• Usando la siguiente 6gura 

x 

10 

10-x 

La parte x del alambre se usa para el cuadradado, por lo tanto cada lado tiene longitud ¡. 
lO -x 

La parte la - x del alambre se usa para el triángulo, por lo tanto cada lado tiene longitud -3-· 

n u h 

(lO-x)/3 

( lO _x ) 16 
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De la figura del trián.«ulo, obtenemos la siguiente relación usando el teorema de Pitágo~ : 

, (10-,)' (10-')' l l 
h + -,- - -,- =h''''''g: (IO - z )'-3ii(lO -z)'= 

, v'3 
= h' - 36(IO-z)'" h _ "6(10-z). 

El ~ de! cuadrado 
.' Ac(z) = 16 . 

El ~ del triángulo 

I I 1 .,13 .,13 
Ar(z) = 2 x base x altura _ 2 Jo< 3(10 - z) Jo< 6(10 - z )= 36(IO-Z)'. 

El &rea de ambaa figurilll 
Z1 J3 

A(z) - A-r( z ) + .4o(z) - 16 + 36(10 - z)~. 

&rt.a etI la función a la cual deseamos calcular su má.Jtimo y mínimo. 

Nóte3e que el dominio de est.a función I!II DA ... [O, 10). 

Calculamoe la primera derivada: 

I 1 .¡'j 1 .j3 
A (z )'" ¡¡z + 36 Jo< 2( 10 -z)( - I ) = ¡¡z - 18(10 - z) = 

1 5J3 .jj 9 + 4.jj 5.j3 
- ijz - 9 + l8z ,,", ----n-z - 9· 

CalcuJlUDOII el punto crítioo: 

I 9 + 411"3 5.jj 40v'J 
A (z) a O ~ -,-,-z - 9 _ 0 ",* z .. 9 + 411"3 :::::4.349(». 

Pues\.O que al calcuia.f la segunda derivada lit tiene 

A "( ) . 9+4.j3 O z 72 >. 

entonces el punto crítioo anterior el un mínimo ioca.I. 

Calculamos la función A{z) en los extremos de su dominio: 

11"3 100 
A(O) _ 36100 "" 4.8t125 Y A(10) - 16 = 6.25. 

Vemos entonces que la miUtima área t ru:errada tl6 cuando % _ 10, es decir, sólo se oonstruye el cuadrado. 

y la mínima área enoerrada I'I!I cuando z . 4.34965. Se oonstruyen amba.o! figuras. 

28928 7 2 

33 
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1. Para la función /(~ ) = .;t"l +:2, determine: 
• 

(a) Dominio, ra.LOIl$, paridad 

'f' Dominio:D,=R_{O}. 
Raíces: 

1(2:) = 0 ~z3+:2 =0 ~ x3 = -2 ~Z= (-2)* = -(:2)! = -(/i 
. 1 + 2 - 1+2 

Pandad: pUe800 que /(1) = -1- = 3 & /(-1) = ~ - - 1, entonces no se cumple ni / (1) '"' 1(- 1) 

ni /(-1) = - /( - 1). Con lo cual, la función no es ni par ni impar. 

(b) (nt.ervalOll de crecimiento y de decrecimiento 

... PodemOll escribir. 

f (l:)= z ]+ 2=x~ +~; 
• • 

derivamos esta última expresión 

el discriminante de la cuadrática x ~ + x + 1 5: 

11 _ 4xl)(I<0 :> 

~ la cuadrática no tiene ralCCII reales y se ve que siempre es positiva. 

Por ejemplo, en z = O vale I :> O. 

Por lo tanto el signo de la derivada viene dado por el factor x - 1. 

Concluimos entonces que: 
!'(;r;:) < O si z E (-00, 1) - {O} :> ¡(xl es decreciente si z E (- 00,0) y:r: E (O, 1); 
l'(r ) > O si z E (1, +00) =- f(x) es creciente s i.;t" E (1, +00). 

(e) Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad bacillo abajo: puntOll de inflexión 

,. Calculllll10ti la segunda derivada a partir de I '(:t") = 2:r: - ..; '" 2:.: - 2",-1 
• 

35 
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La cuadrática xl - 21,., + 2i tiene discriminante" 

zi - 4)( 2i < O ~ no tiene taioes reales y además siempre es positiva. 

Por ejemplo en, % = O vale zJ > o. 

Así , el signo de la segunda derivada viene dado por z + Z! &:;r. 
Usamos la. tabla siguiente para ver el signo de la segunda derivada: 

Signo de 

Intervalo x -(- ~) • 
x< - ?'2«O) - -
~<:z;<O) + 

:t: > 0(> -?'2) , + 

Vemos entonces que: 

I"(z) 

+ 

+ 

/"(:1:) > O si % E (-<Xl, -~ U (0,+00) ~ I(z) es cóncava hacia arriba a hí; 

J"(z ) < O si x E (-~,O) ~ /(xl es cóncava hacia abajo ah!; 

En x '" -.yz hay un punto de inflexi6n. 

(d) IntervalOfl de oontinuida.d y la dasillca.ción de discontinuidades 

,. La función es continua en todo su dominio y en x = O t iene una discontinuidad esencial. 

(e) Ecua.ciones de las l'l8íntotas verticales y de las 8JlíntotlL!i horiwntaJes 

.. YernO!! que 

!im ! (xl == lím (x2 +~) = Jím ",2 + lím 3. = - 00 ; 
z_o- z_o- Z z_o- z_o- % 

lím I(x) = Jím (%2 + ~) = O + lím ~ ""+oo; 
z_o' z_o" % z_O~ % 

% = O es una asíntota vertical y no tiene asintotas horizontales. 

( f) MáximOll '1 minimOll relativOll '1 absoluto/; 

• AnaliilAndo el cambio de signo de la primera derivada, vemOll que ;¡: = I es un mínimo local , No 
existen máxim06 ni mínimos absolut06. 
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(g) E4boro grália) Y rango 

" La gráfica de la función fez) es: 

v 
-<ñ 

\ 
El rango: RI = IR 

2. A las 13 : 00 horas, el barco A se encuentra 30 km al sur del bara) B y viaja hacia el norte a 15 km/ h. El barco 
B navega hacia el oeste a 10 km/ h. ¿A qué hora se alcanza la mínima distancia entre las dos emban::acioner¡? 

" Ob6ervamos, al bosquejar una figura a)n fl!!tOfl datos que: 

-lOt . 

- 30 .1St 

la pOIlición inicial del bara) A er¡ (O, -JO). En el ill.'ltante 1, se encuentra en la posición (O, - JO + 1St). 

La pOI'Iición inicial del bara) B es (O, O), según la figura. En el instante t, se encuent ra en la poIiición (- IOt . O). 

La di$tancia entre 10fl dOfl bar(X)Oj er¡: 

d=J( 10t)2+( 30+15t)1 V l00t1+900 900t+225t1 _ J325/1 900t + 900 . 
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Ésta es la función de la que deseamos calcular el mínimo. Sin embargo vamos a trabajar con la función D "" tP 
que tiene el mismo comportamiento. 

D = é = 325t2 - 900t + 900. 

Derivamos 

D' = 6501 _ 900 Y despues 

calculamos el punto crítico 

900 18 
6501-900= O "" t = 650 = i3 "" l.385. 

Sabemos que es un mínimo, puesto que al calcular la segunda derivada: 

D" = 650 > O 

es deci r, los barCOlS están más cercanos a III.~ 14: 385 horas. 

3, Erteontrar las inten;eo::iones con los ejes de la cccta tangente ti. la curva: 

JI + x 2 + v"i""+"3 + XII + y' = 4 
en el punto (1, 1). 

" Pr imero vamos ti. comprobar que el punto (1, 1) satisface la ecuación, es decir, que se encuentra ~ br(l la 
gráfica de la función 'J = !(x) definida implícitamente. 

Ahora vamOB a derivar implícitamente la ecuación dada: 

I (2% + ~)+:t:II'+'J+4¡?1I'=O~ 
2JI+%2+Jx+3 2.",x+3 

""1I'{x+4113)= 1 (2x+-_1_)_,~ 
2\1"l+%1+J%+3 2....'i"+3 

2J l +%ll+Ji"+"'3(2X+2~) 11 
~II'= x+4y3 

Evaluamos esta derivada en el punto (1, 1), es decir, al sustitui r % = I Y !I = 1 en la de rivada, obtenemos: 

9 16 25 
- - -- - - 5 

~ = ~ =- 16 ' 

La ecuación solicitada de la recta tangente es 
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r.. ordenada en el orisen eIJ .. _ ~ • 

La abecisa. en el «isen es cuando: 

-~r+!!. - Oq. -5:t _ -21 =- r _ =E. = ~ . 
16 16 -5 5 

4. Una partícula. se mueve en línea. recta, y su posición ill4U.Dwea está dada. por la. función 

'(I)_ t3 _ 3t'+8 . 

(a) ¿Cuál es la. poI5ición de la partlcula. cuando .'(1) _ 8? 
... Se tiene 

11(1) _ .'(1) '" 31 ~ -61 

por 10 tanto 
v( l) _ 8 oc> 31' - 61 = 8 ~ 3t' - 6t - 8 '" o. 

Lo!; cera; de 06ta cuadrática acm: 

6 ±.j( 6)1- 4(3)(- 8) _ 6±.,(36""+'00 ... 6± 11 .489 _ f 2.915 

6 6 6 \ -0.9 15. 

Tomando el valor positivo: 

I{2.915) _ (2.915)' - 3(2.915)' + 8 = 7.277, 

la. pa.rtícula 1M: encuent ra. a la derecha del origen 7.27 unidadm. 

(b) ¿Cuál es la velocidad de la partícula cuando su aceleración el! cero? 
... Tenemos que 

a(t) _ v'(I) _ ."(1)" 6t - 6. 

Q ( I ) _ 0,.,.61 _ 6 _ 0~ 1 _ 1. 

Tenem<lll entoncee: 
v( I )_ 3 _6 __ 3, 

fJI decir, la partfcula 8e esU moviendo en el sentido I\eflativo del eje. 

5. Trace una poeible gráfica pua una función continua f (r) en su dominio: (-00,51- ( - 2,3) que "lm&&a 

(. ) 

(b) 

I 
1(5) .. 3, f( I)- 2' 

6~n..! , /(z ) - 00, !~/ (z) = 4 : 

• .!!~~ / ( z )" 2; 

1 '( 1)'" O, 1 '(2) "" O, 1'(4}'" O: 
/,(z) > O.i z E (-00, -2); 

f '(z) > O.i r e (1, 4) - {3}; 

f '(r ) < Osi r E (-2, I); 

/,(z) < Olli r E(4, 5). 
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l' Vna gráfica de la función /(x) sería: 

I \ 
I \ 

) \ 
~ \ -,-- -- ------

----------- - -- ,- ~ \¡L--- -(--- ; 
, " , " 

I ___ : : 

., 

Especifique Jos intervalos de ooncavidad de ~u gráfica, los máximos y mínimos locales, y absolutos. 

La función es cóncava bacia arriba si:lO E (- oo,-2)U ( - 2.~) U (2,3). 
Ca función es ooncava hacia abajo si % € (~, 2) U (3, 5). 

En % = 1 bay un mínimo local. Es también un minimo absoluto. 

En X = 4 bay un má.ximo local. 

La función no tiene máximos abllolutos. 

6. Vlla placa en forma de triángulo equilátero se expande oon el tiempo. Cada lado aumenta a razón oonstante 
de 2 cm/ h.. ¿Cuál es la r37.6n de crecimiento del área en el instante en que el valor de étita es ,f'iS cml ? 

l' LLevemos esWIi datos a la siguiente figu ra: 

." 

El área del triángulo es un medio de la base por la altura: 

1 
A= 2"%11. (A) 
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Deseamos que la función anterior dependa sólo de %. Para esto, vemos en la ligura, usando el teórema de 
Pitágoras: 

sustituimos este VlLlor en ( A ) 
1.;3 .,13 

A = 2%2x = 4~ ' 

puesto que se tiene que x es una función de t. 

deriVlLmOti con respecto a t 

A '(1) = ~ )( 2 )( x(t ) )( x'(t ) .. ~ )( . (1) )( x'(I). 
4 2 

Sabemos lo siguiente: 

(a) %'(t) siempre es igual a 2 r:.m /h. 

(b) En un cierto momento, digamOli tu, el valor delli.rea. es ,flS "" 5.,13. 
Usam06 (B) para encontra.r el valor dcllado del triángulo en ese momento: 

Sustituyendo esto6 valores en (e), obtenem06 la VlLriación del área deseada: 

A '(to) = !f )( 2..rs)( 2 = 2.,11$. 

(ni 

(el 
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1. Para la. función /(%) = (% ~ 1)2' determine: 

(a) Dominio, raíCftl , paridad 
y Dominio: DI= R - {I}. 
Raíces: ::r: = O. 

2 - 2 2 
Paridad: pUEtito que 1(2) = 12 = 2 Y 1(-2) - (_3)2 - - 9; 
no se cumple /(2) ,., f( - 2) ni 1(2) _ - / (-2). FA decir, la función no es par ni Eti impar. &, claro que no 
puede ser par ni impar pues el dominio no es simétrico ron tellpeo::tO al origen. 

(b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento 

" Derivamos 
/, (z ) _ (z _ 1)'(1) - %12(% - 1J) .. 

(z - I )· 

(%- I)1(r - I) - 2%/ - z - I :1:+1 
(%_ 1)' '" ( ::r: - l)3 = -(%_ 1)3 == 

%+1 I 
- -;-=-¡ (::r: _ 1)2 ; 

veDlOII que el signo de la deril'llda se proporciona por :z: + I Y r - I Y el.!li&I>O exterior. Usamos la tabla 
siguiente; 

Jnte ~ H I . - 1 - signo de I'(z) 

z < - 1« 1) - - - -
- 1 <z< 1 + - - + 

r > 1(> - 1) + + - -
ConcluilUos entonce8 que: 
La función es decreciente para ::r: e (-00, - 1) Y z E (1, + 0Xl). 
La función es creciente para % e (-1, 1). 

(e) Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; punl.O!l de inflexión 

" Calculamos la segunda deriYlUia 

/,, (;r;) _ (" _ 1)3( 1) _ (:z: + I) [3(2: _ 1)2) .. 
(:z: - 1)0 

(:I: _ 1)2[(:z: _ I) _ 3(2:+ I)J - 2:z: - 4 _ 
(:z: - I )II '" - (:z:_ 1)4 -

%+2 :2 
- 2(:z: _ 1)' - (z + 2) (z _ 1)4 ; 
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~-e1IlOS que el signo de la aegl,lnda derivad .. se proporciona por el factor x + 2. Por lo t.a.nI.Q: 

La función el' CÓllCava hacia abajo p&TI. z E (-00, -2). 

La función el! cóncava hacia arriba para:z: E (-2,+00) . 

En z = -2 hay un punto de inflexión [- 2./(- 2)1_ (-2, -~) . 

(d) Intervalos de continuidad y la c!aaificación de diilCOntinuidades 

,. La función fti continua en su dominio R - { I }. 

:z: = I es una disoontiDuidad f8tncial infin ita pues ~~ ¡ (x) = +oo. 

(e) Ecuaciones de Ia.s asíDI.oW \-ertic:alea y de las asCntol.ali horiwntaJea 

y Si escribimos /(x) "" -,- -"-- _ ~ ~1IlOII que: 
% - 2%+1 1' - 2+~ 

~.!!~oo/(:t) :: 0"' , 

Así: 11 = O etC una asíntota horizontal de /(xJ. 

Tambi6n se comprueba que z .. 1 el! una l115intota vertical de I(rl. 

(r) Máximos y mínimos relativos y absolutos 

l' x = -1 es uD punto critico, ya que " (- 1) .. O. 

De la tabla anterior se dCflprende que la primera. derivada cambia de sigIlO en eIlte punto de menos .. 
más. Con t'5to podem05 decir que % .. - 1 es un mlnimo local. De hecho, oonjuDtando información que 
obtendremos Inmedia~ente, es un m(nimo absoluto. 

La fun(:ión no tie~ máximo abeoluto. 

(,l E5bow ,rálico y ran¡o 

't' EvaJualnOllla. función 1(%) en aJeunos puntos: 

% I (z ) 

O O 

- 1 -~ 

w gráfica de f{z) es: 

., 



2. DoII barooa salen al mi3mo tiempo y a velocidad ronstante; uno pal'tAI de un muelle, ron dirección sur y ron 
velocidad de 2S km/ h. El otro parte a 20 km¡ b hacia el muelle, desde UD punto que 91! encuentra a 100 km ... 
"'""-
¿En qué momento le encuentran más oerClU'lOll? 

• Con \os datool, hac:emOll la figura 

•• ••••••••••• ·100 .... . . . ......... , 

d(. ) 

De ella 91! de6prendo que z(l ) "" - 100+ 20t Y que !,1ft) "" - 251 . 

Además la distancia cntre Jos barCO/l eIi 

F.ta es la función de la que deseamos calcul&l' el mínimo. 

Derivamos: 

~ (t) 

d ' t "" 2(_ 100+2Ot)2O +2(_25t)(_ 25) 
( ) 2J(-100 + 201):Z+ (-251)' 

- 2000+ 400t + 6251 
'" J(_100 + 2Ot):Z+{_ 25!\i ' 

Calcula.!n011 lO11 puntOll crítiW6, haciendo d' (!)" O: 

- 2000 + 4001 + 62St _ O..,. - 2000 + 4001 + 625l = O..,. 
.j( 100 + 2Ot)i + (25t)1 

~ 1025(t - l.rnE) = O~ t _ l.~ . 

Vemoa que la derivada cambia de signo en .ste punto de negativo a ~jt ivo , con lo cual concluimos que !le 

tiene un tiempo mínimo ahí. 

3. Enoontriu las iDter.IeOCiones con \os ejes de la recta tang.mte a la curva: 

';3 _ 2r1 +6~ +3r1¡? - 3y - O 

en el p unto (O, 1). 
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" Primero vamos a comprobar que el punto proporcionado se encuentra en la gráfica de 1& función. Par& I'SI.O 

sustituim08 1M ooordenada.<; del punto x = O Y Y = 1 en la ecuación 

JJ - 2 >< 02 + 6..ro+1" + 3 >< 02 >< 13 - J >< 1 = ..J3""+"6 - J = v'9 - 3 = 3 - 3 = O. 

Vamos a derivar ahora la ecuación suponiendo que define una fundón y = f ez) de manera implícita. 

Para calcular 1& pendiente de la recta tangente a la grá6ca de la función definida implicitamente que pasa por 
el punto (0 . 1) 8W1tituimos la.<; ooordenadas X = O &. y = 1 en la derivada anterior 

1 ') 
- 2,¡g:(6 , 3 1 

y'(O. I ) = --_-,- = 6.;'9 = "6 ' 

La ecuación deseada de la recta taugente es 

En esta ecuación. 

siz= O'*y= l ; 

siy = 0=-z =-6. 

Los cortes deseados & los ejes son (O, 1) & (-6, O). 

4. Una part ícula se mueve en línea recta. y su posición instantá.nea está dada por la función 

(a) ¿Cuál es la velocidad de la partícula cuando s(t ) = 71 

" La velocidad de la parl Lcula se calcula 

vi l ) = -,'( t ) = 2t - 4. 

Para conocer el tiempo t en el que la partícula satisfaoe s(t ) = 7 resolvemos: 

.,(1) = 7 =- t~ - 4t - 5 = 7 '* t1 - 4t - 12 = O =­
'* (t - 6)( t + 2) = O '* t = 6 o bien I "" - 2. 

Como el problema no tiene restricciones, consideramos los dos "aJores encontrados (los valores neg8otivos 
representan el pasado con respecto a t = O), entonoes 

11(6) _ .,'(6) = 12 - 4 _ 8 ; 

11( - 2) = .,'(-2) = - 4 - 4 = -8. 



(b) ¿Cuál es la posición de la panícula cuando su velocidad ea cero1 

" La velocidad es cero cuando: 

v{t) - O "'" 2t - 4 = O ... t _ 2. 

La posición \!SI mte momento ea 

8(2) - 2' - 4 x 2 -S "" 4 -8-S _ - 9. 

5. Trace una poIIible gráfica para una función a mtinua f (x ) en su dominio: 1- 4, (0) - { - J , 2} 'J que $&tisfaga: 

(. ) 

(b) 

1(-4) _ 2; 

~~~ 3f(z) - J ; 

}i.~f{% )- t . 

/'(- 2) - 0 ;/'(-1) '"" O: I'(t) .. O; 

1 '(%) > Oli % E (-4,-2) - {-J} ; 
f '(%»Osix E{I ,2); 

" Una grlUica posible de la funci6n 1(%) es: 

.) ., . \ 

f( l ) = - 1; 

!~ f (%) = +00; 

f '(%) < O si z E (-2, 1) - (- I ) : 

/'(%) < O si % E (2,00). 

Especifique 108 intervalO!! de concavidad de I U gri!.fica; 1011 ru liximOll y mlnimOll lOCAles, y ab80lut.08. 

f ez ) ea có nca~ 1I hacia arriba en ( - ~ , - 1) , (0,2) Y (2, +(0); 

1(%) ea cón<:* .... haci .. abajo en ( -4, - ~). Y en (-1. O). 

Hay UII máximo local en z _ - 2 Y un mlnirllo local en % = - t que ea mlnimo absoluto. 
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6. Una placa en forma de triángulo equilátero le eJ:piUlde con el tiempo. Cada lado aumenta a razón constan\.e 
de 2 cm/ h. 

¿Con QU4! rapidez cre<:e el área cuando <:&da lado mide 8 cm1 

'" Veam08 e8DS dat08 con la ai¡uiente figura 

De ella tell{!m06 
2 2 %23 2 V3 

/¡ "' % - 7 - 4% ~/¡ - 2%· 

El á rea del triángulo es un medio de la ba.M: por la a ltu ra; 

1 .¡3 .,¡'3 2 
A - i"%"T% " -¡-% . 

Estamos suponiendo Que Ioalad08 z dependen del tiempo z (t ), de hecho crecen. Por lo tanto, el área. también 
depende del tiempo: 

Deri""ndo con relJpecto a t tenem08 

A /( !) ... ~2%( t )z'( t ) _ .;;)( z( t)( z'(t). 

Si SUpoDeIDOll que en uo tiempo ta. no conocido. le t iene %(!,) = 8, en ese tiempo se tiene también %'(Ia) " 2. 
Por lo tanto: 
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%~ - 3 
1. Dada la función deSnida por f (z) _ ~ , dewrmiD&r : 

Interva.lOll de crecimieuto y de decrecimiento: máxilTlOll y mínilDOllloaUell: intervalos de concavidad hacia arriba 
y de concavidad hacia abajo; puntCIII de inllexi6n: al;íntotas vertieales y asíntotas borizonLalea. A pa.rtir del 
an&.li3it ..,t.erior, h~r un esbow de la gráfica de l. 

't' Dominio:D,=R - {O) . 

RaICl!ll 11 ceros de / (z) 

Poc:!elJlQll eecribir 

DeriYUlOl 

(. ) 

y de aqul caJcuiamoll lOll puntoS crítiCOll: 

,'(z) .. O ~ - z' + 9 = O ~:r;2 _ 9 ~ I z 1_ 3 ~ z .. ±3. 

El signo de l. derivad. viene dado por la expresión _(;t2 - 9) - - (z + 3)(z - 3). UsamOll entonOlllll. tabla 

Signo de 

Intervalo . +3 . - 3 -(z + 3)(% -3) 

%<-3«3) - - - -
3< %<3 - + - + 

z > 3{> 3) + + -

Vemos CIl\.OIlOeIS que 

f(z) es decreciente para:r: E (- 00, -3) Y para:z: € (3, +(0); 

f(z) etI creciente para % E (-3,0) Y para % E (O,3). 

Con efJtOII datoll oonclulmOll q ue 

z _ - 3 011 un mlnimo loul: 

% .. 3 l'fI un máximo 1oaJ. 

Para calcular la segunda deTi...da. deriVllm<lll (ol: 

2 J6 2.%2 - 36 
/"(%) "" 2 .... - 3 

- 36%-' = :il" - Xi .. -r'--
1111111111 

2692872 
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Para calcular los p untos de inflexión 

/ "(%) - O t$ 2(%1_ 18) _ O ~ %~ -18= O~:I; = ±3J2. 

La $eguJlda derivada .it f&ClOrita t ntool'tll 

El signo de la aeguoda derivada viene dado por % + 3.;2, z - 3.,12 &: %. UsatnOII la tabla para conocer el ,igoo 
de f" (.t") 

Signo de 

Intervalo %+3.;2 % 

x < -3..12« O < 3..12) - -
-3v'2<%<O{<3./2) + -
(-3.,12) < 0 <x< 3./2 + + 
% > 3./2{> O > - 3..12) + + 

Vemos cutom:C8 (Iue 

f ez) es cóncava hacia abajo para x E (-00, -3.j2) U (O, 3v'í); 

f {x ) es cóncava hacia arriba para x E (- 3./2,0) U (3J2,+00). 

Con C:SI.OI\I dal.Ol\l eoncluimo8 que 

z = - 3112 &: % =- - 3112 IOn puntos de inflexión. 

Calculamos 

Por lo lanto, ¡t = O tIII ulla asíntota horimntal. 

%-3.;2 

-
-
-

+ 

f" (x ) 

-
+ 
-
+ 

VemOll claramente que una aslntota vertical el % ,.. O. Calculamos los siguiente lirnilA!ll para ver 108 co m~ ­

tamienl.Ol\l laterales de la fu nción t':n este caso 

Ibn f(x) "" - = +00; o ( -') o 

~-o - 0-

o (-') o 11m f ez) ,. - = -oo. 
~-O' ot 

Con todo la amerior vamOll a hilar un bosquejo de la grá6ca. 

CalculamOll la función en algunO!! puntos: 

l es) 

V3 O 

3 0.2222 

3v2 0.196 
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" 
La fundón es impar. 

La grafica di! la función /(r) N: 

2. Un trozo de alambre di! 10 m de largo, se corta en dos pal"Ua; una !le dobla para formar un cuadrado y la otra 
para forllUU un tri&n¡ulo equilá tero. ¿Cuánto ~be medir cada parte para que el ána total encetTada _ : (a ) 
máxima, (b) mínima? 

" ThmamOl un alambre de 10 m de largo y lo dividimos en dOll pedazos como se ve en la Sgura si¡uiente: 

10 

x lO - x 

Con I0Il pedazo,¡: fOrmlUnOll 1I0Il figu ras: 

D" 
x" 

( lO-xltl 

(lO-x ) 16 

Si !le tiene una pedazo de alambre de Io",itud r y forlllamos un cuadrado, cada lado mide ¡. Si M loe .... 
10 - .1' 

otro pedazo de a lambre de lo",itud 10 - r y fonnamOl Un trián¡ulo equilátero, cada lado mide - ,- . Poira 
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calcula.r la altura del triángulo usamos el ~rema de Pitágorllli , 00 11 lo Que tenemos: 

, [1 j' [1 j' 1 1 , 3 , h = - (I O - ~) - - ( l O-x) =( - - -){10 - x) = -(IO-x) '* 
3 6 936 36 

"i3 
.... h =T(lO -xj . 

El área enoerrada por ambas figuras es: 

Ésta es la función de la Que deseamos calcular su máximo y mínimo absolutos. 

Dominio de esta función: DA = [O, IOJ. 

Cuando .% = 0 , formamOll sólo el triáng ulo y cuando x = 10, formamOll sólo el cuadrado. 

CalculamOll la derivada 

, 1 .;3 1 1OV3 v'3 9 + 4V3 5.;3 
A (:t:l = 8"'+ "'i8 (IO - x)( - I ) = SX -lB + !Sx= -7-'- % -""""9 ' 

Calculamos la segunda derivada 

A"(x)= 9 + 4,¡J >0. 
72 

(' ) 

Lo cual DOS ind ica que la funciÓn A(x) es cóncava hacia arriba. El punto critico que encontraremOll será un 
mínimo absoluto. 

IgualamOll a ooro la primera derivada usando ( . ): 

9+ 4.;3 :1: _ 5.;3 =0=>;¡:= 40V3r.; ",,< 4.35. 
72 9 9 + 4v3 

Ea necesario evaluar la función A(.:t) en 10li extremO!; de 9U dominio pata oompararlos entre sí: 

Evaluamos en el minimo tambi.!n 

y entonces: 

25.;3 
A(O) = - , - "" 4.811 . 

100 10 
A(IO) = W = "4 = 6.25. 

A ( 40.;3 ) "" 2.719 
9 + 4.;3 

(a ) El área máxima encerrada es cuando formamos un cuadrado de lado T. 
(b) El área minima encerrada es cuando se forma uo cuadrado con un perimctro de longitud 40./3 ¡;; Y con 

9+4v3 
el testo del alambre formamos el triángulo. 

3. De acuerdo COn la teoría de la rt'latividad, la masa m de un objeto que viaja a una velocidad v, e$tá dada por 

donde mo es la masa. del objeto en reposo y c es la velocidad de la luz. 
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(a) Explicar qué ocurre cuando ti se Aa!re& a la velocidad de la luz 

" Calculamos: 

.~~ . m - . ~ . .¡~ J - +00. 

(b) Expliear por qué IlÓIo tiene sentido calcular IítQ m --c· 
" Puesto que v < c. 

53 

4. Un iDCrncüo fo~ lM! extiende en forma ci rcular, oon un .adi-. que a umenta OOn lIDa ra.pidez de S pilla/ min. 
¿Con qué rapidez está cambiando el Mea. incendiada., cuando el radio es de 200 pies? ¿Esti aumentandn o 
disminuyendo? 

" La figura relacionada. oon el incendio ftI: 

La relación entre el Mea. del incendio y el radio del mislno es 

A(.) _ ... 2. 

Pero el radio esta eambiando a. una velocidad oonocid& de S pitB/ min. Es decir, depende del tiempO, es URa 

función del t iempo. Por 10 t.&nto el 'cee. deptnde U mbibl del tiempo: 

A(l) "" ~ r l ( l ). 

PodemOll entonces derivar esta elC presión 

A'(l) _ 2~. { t ) r ' (t ). 

&na es una relación entre derivadas para todo t. 

En particular, en un momento lo se t ienen 1011 datoll uspec:ilic:ad08 en el enunciado: 

A '( lo) = 2trr (f(¡)r'(lo) _ 2 x Ir X 200 x ~ ... 2000 x tr pics2/min. > o. 

El área !'lité. aumentando en ese momento lo· 
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5. Sea f: R ...... R una función continua en R cuya primera derivada J' tiene la siguiente gráfica: 

/jl 
i \ 
, \ 

A partir de esta gráfica de 1', determinar dónde la función J es crec::iente y dónde es decrociente. Explicar 
además, cómo es la tangente ala gráfica de J en x = - 2. x "" - 1, x = 2 &: x = 3. 

" La función es crec::iente cuando la derivada es posi t iva; 

para :¡: E (-00,-2)U(- 2, - 1)U(2, +00). 

La función es decreciente cuando la derivada es negativa, es decir, para .x E (-1, 2) . 

En .x = - 2 la tangente es vertical. 

En :¡: = - 1 la tangent.e es horizontal , paralela al eje x, con pendiente rero. 

De !locho tiene aquí un máximo local porque la derivada cambia de signo de positivo a negativo. 

En :1: = 2 la tangente es horizontal, paralela al eje:l: , con pendiente cero. 

De hecho tiene aquJ un mínimo local porque la derivada cambia de signo de negativo a jXlIIitivo. 

En :1: = 31a tangente no existe. La gráfica tiene un salto. Por la izquierda ticne pendiente",," 1 Y por la derecha 
. . 1 

tlcne pendiente """ "2. 
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l . Dibujar lUla función f (z) que cumpla Las condicionetllliguientell: 

2~~/(:l") - + 00; !~ f(z) = - 00; 
I(z:) t ¡CM un .. diBoontinuidad I1'movible flI r _ O ; 

2.!! ~_J(r) = 2; ~!!~oof(z:) 2' - 2; 

,. Una gráfica posible de la función /(x ), oon esas cond¡cio n ~ eI'l: 

~, 
••••• - - -- - - - -- - ~- - - -- -- I 

., 
., --- -- \--~------ - ------- -

\:í \ : 
\ 

x~ -;1: 

2. Calcula r ~~ :1'2 _ 1 . 

,. Si tratamos de calcular el límite por ey¡oJuacióu obtefleP'105: 

(1)'- 1 "(0)" . __ "(0)" 
(1)2 _ I - O • una mdetermul&I::i6n O . 

Eet.o noB dice que 101 polinomios del numerador y del denominador , ambot, tienen la raíz común z _ lo En 
elite QIIJ() es fácil encontra r la f&etorización del fACto r común x - 1: 

z~ -z z(r - l) % 

%2 _ 1 - (z+ I )(z - I) "" i+"i ' 
La Igualdad anlt'fior 8IIl cumple para z '" l . Por Jo tanto podemoe usar este hecho pan calcular el lí m iu ~ 

límz'-z _ Iim -'-, _, _ _ !. 
,_IZ2 _ 1 ,_1%+ 1 1 + 1 2 



56 Cálculo Oifereucial e Integral 1 

3. Si 

{

mz- n siz < 1 

f {z) = 5 si % '" I 
2nu+n si:!: > l. 

Enoontra.:r Jos valores m , n de modo que la función sea continua. Craficar la función continua obtenida. 

• Ésta es una fundón que consta. de dos u peda:ros ~ y ambos son funciones continuas. De hecho son rectas. 
Para que la función sea oontinua en todos Jos reales se debe cumplir: 

lím f{x) = /(l) = HUI I (x ) . 
• - I ~ ~ _ I' 

La igualdad de la ¡~uierda nos proporciona: 

La igualdad de la derecha nos proporciona: 

Ordenando, tenemO'll: 

m - n = 5. 

5=2m + n. 

m - n "" S 

2m+n = 5, 

10 , 
es decir, un sistema de dos ecuacione5 con dO!! incógnitas cuya solución es: m = "3 k 11 = - '3 . 
La función con esto!'! valores es 

JI') ~ , {
~z + } 

20 , 
"3"' - 3 

La función f(z } oon e5O!:I valores tiene la s iguiente gráfica: 

, -, 

si r < I 

si x > 1. 

/ 
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4. Enoontrar la derivada de la función I (z) = ..fiTI 

""""" " Derivamos 

5. La altura de un proyectil laniUdo desde el nivel del suelo está dada por 

1ft ) _ - 1 6! ~ + 256t, 

en donde I se mide en pi", y t en segundos. 

(al ¿Cuál al la velocidad media del proyectil entll! ! _ 2 &t t _ 51 
,. Calculamos: 

.(5) - ,(2) 880 - 448 "'32 
5 _ 2 - --3-- - ""3 - 144 piee/tegundo. 

(b) ¿En qué instante eboea OlDt ra el . uelo1 
,. Reeolvemos: 

_16t1 + 256t _ O ~ t(- I6t + 256) = O. 

Una. solución 81 I '" O, cuando !le suelta el proyectil. La otra le erw::uentra Olmo sigue: 

". - 161 + 256 ,. O -=- t - ""i6 - 16 segundos. 

(e) ¿Cuál 81 la velocidad del ;,nl-'&CtO? 
.... Calculamollla derivada , '(t) _ - 321. Por lo tanto: 

, '( 16) '"' -32(16) .. -512 pie/segundo. 

51 

6. Dada la fundón ! (x) = ;1:& +;1: - 1, verifiq ue que ellinc un número e ta l que l íe) = o. Es docir, jU!!tifique que 
la función tiene UDa raíz. 

.... Evaluamoela fu nción f {:r.) en algu/lCtI pUlltos: 

W'Z O - 1 
1 1 

Vemos que f {:r.) el!! una funcióa OlotiDua en el intervalo (O, l J OOn \'alores de signo distinto en 108 extremo»: 
aplicando el teo ~ ma del Valor Intem ledlo, le asegurA la exi$U'ncia de e E (O. 1) tal que l íe) - o. 
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Veámos la gráfica de / (:1: ) en ftle intervaJo: 

( ( x l 

., 

7. Encontrar una ecuación de la recta tangente en el punto (-2,2) a ll\. gráfica de la función delinida por 

;1: ' +'; .. 24. 

,. Vam08 a comprobar que el punto dado (-2, 2) está en la gráfica de la función, definida implícitamente: 

Derivamos la ~presión implicitamente 

Para calcula, la pendiente de la recta tanger>t.e, evaluamOll la derivada en (-2, 2): 

, 4( _ 2)' 4 - 8 8 
11 (-2, 2)_ - jZJ - - 37 - 3' 

La. ecuación de la r«ta tangente te; 

El ejercicio no pide haoer 1011 cálculos de manera impllcita. Sin embargo en este CallO podemos deepejar 11 en 
función de :z: : 
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Para calcular la pendiente de la recta tangente, valuamos la derivada cn ~ = - 2: 

'(') I [ .]_1 [ '] 32 1 32 1 8 JI - =-,24 -(-2) - 4(- 2) =_><-y= _>< _=_ 
3 8,343 

y La. ecuación de la recta tangente se calcula corno &1I1.e11. 

8. Sea La. función 

!(x) = %3 + 6.1:~ + 3% + 1 . 

(a) Encontra.r los intervalos de monotonía de la función. El! decir. aqueU08 intervalos donde la función <'lS 

crociente y aquellos donde es decreciente 

" Derivamos 
/' (%) = 3%1 + 12% + 3 = 3(%1 + 4:r + 1). 

Para calcuw 1011 puntos crítioos calculamOll los ceros o raices de la derivada, usando la fónnula de la 
cuadrática: 

- 4 ±~ 
%= 2 

- 4 ± 2J3 = - 2 ±,f3 "" f - 0.268 

2 l - 3.732. 

Con efitu raíces la factoriución de la derivada queda corno sigue: 

/'(%) = J (~l + 4:1: + 1) = 3 [x -(-2 - v'3)] [z -(-2+ v'3)] = 

= 3(% + 2+ v'3)(z + 2 - v'3). 

Pan conocer 108 intervalos de monotonía, usarnos la siguiente tabla: 

Signo de 

Intervalo z - (- 2 - .;3) %-(-2+v'3) %2+4%+1 

x< , v'3« 2 + v'3) - - + 
- 2 - v'3 < z < -2 +.j3 + 

<> 2 + J3(> , v'3) + + + 

Por lo tanto, la función f ez) crece para z E (- 00, -2 - ./3) y para % E (- 2 + ,j3, +00); 

pero decrece pa.ra r E ( - 2 - .¡J, -2 + ./3). 

(b) Encontrar 1011 intervalos de concavidad de la función . &1 decir, aquellOll inten:alOll donde la fu nción e.¡ 

cóncava hacia abajo y aquellOll donde es cóncava hacia arriba 

" CalculamOll la lII'gunda derivada 

La única raí>: es r = - 2. 

Se ve claro que 

1"(%) = 6z + 12 = 6(z + 2). 

/" ( ~ ) < O para % E (-00, - 2) o l)e8. es cóncavu. hacia abajo ahí; 

/"{z) > O pa.ra z € ( - 2, +00) o sea el! cónca~"8. hacia arriba ahl. 
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(e) Hacer un bosquejo de la gráfica de la función 

" Evaluamos la función en algunos puntos 

• 
-2- .¡'3 

- 2 

-2+ .J3 
O 

y damos un bosquejo de la. gráfica de la función ¡(xl: 

Cálculo Diferencial e Integral 1 

t(,;) 

21.39 

11 

0.6 

I 

9. Una e&C&lera. de 3 m se apoya sobre un muro de una casa. El pie de 1 .. escalera !le separa de la base del muro a 
raz6n de 2 m/a. ¿A qué razón se desliza la parte superior do;! la escalera por el muro, cuando el pie de la misma 
está a 1 ID del muro? 

" Visualizamos la información oon la figura 



En, ~Q . i~U L, la. relui6n que guardan la variables de la figura. es 

:rl(l) + VZ{I) = 9. 

De aqu1 podemos derivar con mlpecto a l 

2%(1)%'(1) + 2¡¡{t )II '(t ) '0= O ~ 

.. 211(thl'(l) "" -2%(1):1:'(1)'" 

""1I'(t )= _ %(I):I:'(t) . 
lI(t) 

En un t iempo lo ,no determinado !le cumple,que 

S/( to) - ). m15egundo; 

. z<rol :' "1 metro; 

lI(to) - ~ - ..rs . 

En cee instante podemos calcular 

, z(to):r;'(to) 1 x 2 
11 (lo) = -~ ... - ..rs "" -0.707 m/aegundo. 

" 

10. Encuentre laII dimensiones de la lata cillodrict. para jugo y que uti lice la mmor cantidad de mat.eñal w.aodo el 

yolumen del envue es de 30 cm', 

,. Sea la figura 

1 

El volumen del cilindro cumple 

El Ú'ea de la ba!e mide 

El áru \.atera! mide 
A l. = 21frh. 

La cantidad de material que se usa en el bote C$ el ;'rea total 

AT .. 'lA, + A L ,. 2".r' + 2/frh . 
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&ta es la función de la que deseamos ca.lcular el mínimo. Pero se encuent ra en función de dos variables. 

De la relación del volumen despejamos arbit rariamente h y obtenemos" 

Sustituimos en AT y nos queda una función de r 

derivam05 

y ca!culamOll la segunda derivada 
2r 120 A; = 411"+ 6O;:¡ = 4'/1"+ -;3:> O. 

(' ) 

Lo cual nos dioe que la función AT(r ) es cóncava hacia arriba. por lo que el punto critico que vamos a encontrar 
es un mínimo abeo!uto. 

Igualam06 a cero la. primera derivada y despejamos 

Éste ('!fI el radio que genera el área mínima. Para encontrar la al tura. de la lata !IU11ti tuimos en (. ). 

Es decir, la lata con material mínimo tiene la altura igual a dos YOCeII el radio de la base. 
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1. La posición venicaJ de una pelota está dada. por 

I.(t) ., 128 + 16t _ 16/2 

en donde t se mide en segundO$)' h(t) se mide en pies. 

¿Durante qué intervalo de tiempo estará la pelota por Jo mellO!! 32 pies a.rriba. del suelo? 

• Para fe!lOlver la pregunta planteada se resuelve la desigualdad: 

h(t) = 128+ 16t _ 16/2 2: 32# 96+ 161-16t2?: 0 <=1' -96 - 16t+ 16t2 S O ~ 

# 16(/2 - t - 6):S: O # /2 - t - 6:S O ~ (/ - .1)(t + 2) S O. 

Las raloas de la cuadrática 6cm t = - 2 & t = 3. 

Pano re!!IOlver la última deslgualdad I.ISIImOlS la tabla : 

rntervalo '+2 
1<-2«3) -
-2 < t < 3 + 

t > 3 (>-2) + 

La. sohlción ea t E [-2,3). 

Pero como t ?: 0, la solución definitiva es t E [0,3]. 

Si vemOl'l la gráfica de de la función h(t ) 

h (t ) : 128 . 16t - 16t' 

32 ---------

63 

Signo de 

' - 3 (t+2)(t- 3) 

- + 
- -
+ + 
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la parábola se encuentra. arriba de la Teda y = 32 para t E [0,31. 

3%~+4% - 7 
2. Calcular !~ x, 1 . 

l' Si tratamOll de calcular el limite evaluando la expresión obtenemos' 

3(1)2 + 4(1) - 7 
(1)2 

"(0) " "(0) " O ' una indeterminación O . 

Por tratarse de una función racional, este resultado 1106 invita a factorizar el numerador y el denominador , 
sabiendo que ambos polinomios t ienen el factor x - 1-

Para el denominador el resultado es fácil : ,,2 - 1 = (:.; - l)(z + 1). 

Para el numerador, efectuamos la división 

3%+ 7 

x-1I 3x'+4x 

_3:.:2 + 3x 

7x - 7 

- 7:z: + 7 

O. 

o sea que la factorizadón del numerador es 3X2 + 4% - 7 = (x - 1)(3% + 7). 

Con estos re:sultadOll obtenemos' 

(z- I )(3r+ 7) 3x+ 7 

(x I)(x + 1) x+ 1 

Ahora SI podemOll calcular el limite Il8ando esta ultima expresión equivalente a la primera, para % t 1 

l' 3%2+4x _ 7 

z~ X2 I 
Iím 3%+7 = 3(1)+7 = ~=5. 
~_1 x+ l 1 + 1 2 

. .¡W"TI + 3 
3. SI f (w) = (w1 + 1)3 , calcular 1'(1). 

.. Derivam05 
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y entoru:es 

4. Sea la función 

I ~ + 1 
, 'r'" - 6(1)(v'f+T +3) 

1'(1) - .cV'''-'-' .. +,,1'-,.,-;:-¡-¡¡-_ _ 
- ( 1 ~+1 ) 4 

~ - 6 (..;2+ 3 ) 
2J2 ,. 

1 
72 - 6V2 - 18 0.7071 _ 8.4853 - 18 

16 "" 16 "" - 1.6111 

{

<lZ2+ 1 5i,, <-1 

g(z )= e siz E[-l ,l] 

z + 2 si z> 1. 

Enoonlra r los valorf!15 a , e que haoen que la función g(z) sea. oontinua en todos los reales. 

Dar UD bosquejo de la gráfica de g(:t) con 1011 valore! enoontradQ:'l. 

" 

,. Las fronteras de 1011 "pedazos" que definen la función son :t = - 1 4o :t = 1. Se ve claramente que en los 
tres ~ pedazos'" la función l'lI'I oontinu .... Para la continuidad en todQ:'l los reale6 !1e debe cumplir: 

resolviendo 

la función f!6 

lim g(:t) = lim g(:t) = g(-I ) & lim g(. ) = lim g(:t) = g(I ). 
~ _ _ I _ ~ __ 1 ~ ~ _ 1 %_1' 

a + 1 '" e 
e = 1 + 2 respectivamente; 

e = 3; 

a = 2, 

{

2Z2+ 1 s;:t <- I 

g(z ) = 3 siz e: ]- I , I] 
z+2 siz > l : 

la gráfica de la función g(:t") 

\ 
\ 
\ 

q ( >< ) 
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5. Sea" =: f(z) definida implicitamente por: 

Obtener la ecuación de la recta tangente a la gráfica de esa función en el punto (-1, 1). 

,. Derivando 

4.:1:3 + 3(2xlI + zly') + 31h/ = O ~ 423 + 00:1/ + 3%11/' + 31lll' = O => 

"'> 3(x1 + 11),,' "'" _4xl -&:/1 "'> y' =: - ;~:l: ~) 

y evaluando en el punto (-1, 1) 

11'(- 1, 1) = 4(_ 1)3 + 6{-1)( 1) 
3 ({ 1)2 + (1)11 

calculamos la ecuación de la recta tangente 

~ = ~ => y-l "" ~(:I:+ I )= ~x+ ~ "'> 1/ = ~%+~. 
% - (-1) 3 3 3 J 3 3 

6. Dada la función ¡ (:x ) = -r+ 4.% +2 , 

obtener un intervalo en donde la función tenga al menOfi una raíz. JWltifique su respuesta. 

" Evaluamos ¡(xl en algunos números 

x f(%) _ _ %3+4x+2 

- 1 - 1 

o 

oon lo que comprobamos que !(x) es continua y cambia de signo en el intervalo [- 1, OJo Usando el teorema de 
Valor lotermooio se garanti¡;a que existe ulla raí", de /(xl en ese intervalo. 

VeamO$ la gráfica de la función f (z): 

t l lt ) 

., 
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El resultado garantiza la existencia de la. raíz: no la calcula. Se garantiu el corte de 1 .. grá.fica con el eje z . No 
!le eabe dónde. 

7. Se lna.. un dobo esfériQO introduciendo aire .. r~n de 50 cm3¡a. Calculal 1" rapidez; de ce.mbio dt'l radio del 
globo cuando au diimet ro es de 26 centimetro.,. 

" Dibujamoa la correspoodiente la 6gun. 

Se sabe que el volumen de una eefera es V = l'II'r3. 

Considerando que el volumen y el radio cambian con el tiempo, tenemOOl entoooes: 

Derivando oon respect.o a t : 

0_: 
I V/(I) 

r (t) = 411"r1(1)· 

Según loa datoll proporcionad05 V '(I) = 50 cm3/ a, en todo momento; entoncftl existe un momento, digam<)¡: lo 
cuando el diámetro 2,(to) _ 26 ~ r (to ) SI 13. 

Par .. MI! momento ~ ealculamOll 1,. variación del radio: 

, '(1 ) '"' V '(Io) _ ~ "" O . 023~ c m /l!e gu n do . 
o 4'11',1(10) 4K( 13)2 

8 . Dar un bosquejo de la gráfica de una función J(xl que cumpla 1", siguient.N ooodiciones: 

• f' (z ) > O para:z: E (-00, - 2) U(-2,4)¡ 

. /'(:z:)<Oparaz E(4,+oo); 

• 1(70) tiene una lI.!j{ntota vertical eu z - - 2: 
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• ¡,r = 1 es una 8liíntota horizontal de I(x). 

,. Bosquejo la gráfica de la función !(:r:), oon la!.! oondiciones dadas: 

.+ 1 + ••• -- • • --- •• -'"---- •• ------

9. Un terrono rectangular está delimitado por un río en un lado y por una cerca eléctrica de un 11010 cable en 105 
ot ros tres lados. 

¿Cuáles 90n las dimelll!iones del terreno que nos dan el área máxima? 

¿Cuál es la mayor área que pueda cercarse COn un Cllble de 800 m? 

" Veamos la figu ra siguiente 

El Mea del terreno: 

A =:r:y. 

El perímetro del terreno: 

P = :t" + 211 = 800 m, según los dato!! proporcio nadOll. 

De aqul oht.eneUlOll : 

l:=800-2y. 
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Sustituyendo eo la fórmula del área: 

A(V) "" (800 - 211)V "" 800y - 21'. 

A(lI) eI!I la función cuyo máJeimo del!le1LmQll calcular. 

A'(1I)=800- 4V ; 

A"(lI) = - 4 < O. 

La segunda derivada eI!I negativa, el punto critico !ler' un máximo 

A '(V) = 0 ~ 800 - 411 =0 """1I= ~ =200. 

Para calcular la longitud del otro lado de terreno (la x) , ~usti tuim 05' 

x = 800 - 2(200) = 400 "<" 2V. 

Por lo t.a.nto, la.!¡ dimeusione:s del terreno que noe dan el área máxima $On X = 400 &. 11 = 200. 

La mayor área Que !le puede cercar con estllll condiciones es de A = 80000 m'. 

10. Sea la función /(x) = 3x4 + 8x3 . 

(a ) Proporcionar el dominio)' las raícell de la función 
\' Dominio: DI = R. 

8 
Las ralas de / (x) = x3(3:x+ 8) son x '"' O y x = - 3. 

(b) Proporcionar 1011 intervalOll de monotonía 
\' Derivamos 

/'(x) = 12x3 + 24x' = 12(x3 + 2x2) = 12x'(x + 2). 

69 

El unico factor de la derivada que lIOII proporciona cambio de signo es x +2. Por ello el unioo valor extremo 
se encuentra en x = - 2. Se ve de inmediato que: 
/ (z) ea decreciente en x E (- 00, -2); 
/ (x) es creciente en x € (-2, +(0). 

(e) Proporcionar los iotervalOll de concavidad 
\' Calculam()flla segunda derivada 

/"(:>:) = 12(3z2 + 4x) = 12x(3x+ 4) = 36x (x + D . 
Para el signo de la segunda derivada usam06 la tabla 

Intervalo <+1 
%<-1« 0) -
-1 <:¡; < O + 

x>O (>-t) + 

~ esto concluimOli que 
/ (z) ea cóncava hacia turiba en (-00, -H U (O, +00); 

f(:z ) es cóncava hacia ab3jo en (-1, O) . 

Signo de 

" :¡;(x+ l) 
- + 

+ + 
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(d ) Proporcionar 10& máxime. y mlnimOll abeolutoll y relatiY'Ol 

.. I(z) DO tiene mú.imo abaoluto. 
z = - 2 fJI el linico mínimo local y absoluto. 

(e) Dar 1,lII boIIquejo de lagráJica 

.. Evaluam06 la función hez) en algullOl puntoll: 

x I(z) _ h"4 + sr 
-2 - 16 

- 4/ 3 - 9.48 

y dibujafDOllla gráfica de la función fez) : 

." -, -1/3 

____ ___ ___ ____ ,.u 

C&lculo Diferencial ti Integral I 
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1. Una pelota !le deja caer deade un edilicio. La pO/iIición de la pelota en cualquier instante t (medido en segunoo.) 
está dada por ,,(t) _ 12'2.5- 4.911, medida. en metros, t ~ o. 

(al Dar La altura del edilicio 

• Está impllcito que la pelota se suelta cuando I = O. Asi l •• llura del edificio es: 

,,(0) = 122.5 melros 

(b) ¿En qué intervalo de tiempo la pelota a;tlÍ por lo mel\05 a 113 m $lbre el suelo? 

• La presunta !Ml traduce en reeol~r la desigualdad: 

,,(t) 2:: 113, 

122.5 - 4.912 2:: 113. 

Resolviendo La desigualdad 

122.5 - 113 2: 4.9t2 =00 1.94 ... ~ 2: ,2 

y extrayendo la ,aiz cuadrada 

1.39 2: [ti. 

IogramOllla solución de esta desig\.laldl'd , tt decir, 

1€[-1.39.+ 1.391· 

Pero tenemOl que t 2: O, por lo que la IIOlución finalll$ 

t € [0,1.39J. 

n 
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Si vem05 la gráfica de la. parábola s(t) : 

_Itl • 122 .5- 1, 9 t' 

La pa.r'bola se encuentra arriba de la recta 11 = 113 para t E [O, 1.39J. 

2. Calcular el Hmlte siguiente: Ifm ( ~ - 1 ). 
%_0 z + 4 + 2 

" Si tratamos de calcular el límite por evaluación, tesult.a para x = O: 

1-1 "(0) " "(0) " -2 + 2 = O ' una indeterminación de la forma ñ . 

Por pa8OII, racionalizarnOl'l el numerador: 

..;z:¡:¡ - 1 .,.Ii"TI + 1 

v'X'+4 + 2 ~= 
(2: +1 ) -1 x 

(..¡'i"TI + 1)(2 -Ix + 4) (..¡'i"TI + 1)(2 v'i+4) ' 

.. (0)" Si trat.amOll de evaluar, o btellemOll de lluevo una indeterminación de la forma O . 

Ahora., racionalir,a.mos el denominador: 

I 2 + ./i+"'4 
(VZ+T + l )(2 Ji'TI) 2 + Ji+4 = 

z {2 + v'i'+4) z (2 + V%+4) 2 + v'i""+"4 
(,¡i+T + l )[4 (", + 4)1 (.¡'Z'TI+ l )( x)=- v'i"TI+I ' 

POOemOll ya calcular e l límite usando esta expresión equivalente, para x ';' O: 

lím ( .ji"TI- l) = Hm (_2+v'i+'4) =- ~ =- ~ =-2 . 
.. -o v'i+'4 + 2 .. -o ~ 1 + 1 2 
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3. Calcular el límite siguiente: z.t!~1,., (~- x ). 

l' Transformamos la expreo;ión 

V,.l + r- I = (Vz2 + I -x) ..;zr.¡:-;:+x 
.¡;r.¡:x +:r 

(x1 +.)_ x2 e 

.¡;'1"""Ti + r ..; x'l + r + x 

y dividiendo entre z numerador y uellOrninador: 

podemos calculllr el límite: 

. .1. Sea la {unción 

• 1 

";x' +z+r '" p., 
1+ -+ 1 , 

lím (Jz2+ x-:r)= lim p.,l = ~ . 
r-H<> ,_.,.00 I 2 

1 + -+ 1 • 

si f :s -1 

si - 1 <1<2 

si t 2: 2 . 

(a) Encont rar las valores o. b para que la función 9(1) !lea continua. en lOdos los reales 

73 

l' 1.&11 fronteras de los "pedazos" que definen la (unción son f = - 1 & t = 2. Se ve claramente que los 
tres ~ ped&Ul8" son funciones continuM. Para. la continuidad en todos lOO! rcales 1IC debe cumpli r: 

&to s.e traduce en 

lim 9(t) = lfm 9(t) = 9(-1) & 11m g(t) = lim g(t) = g(2) 
' __ 1_ • _ _ ,_ '_2- '_2< 

3 = a - b+1 

4o+2b + 1 =3 . 

OrdenamOl'l <!Stas oondicioues 

(I -b=2 

4a + 2b = 2 . 

R.eti<>1~mos <!5te sistema de dos e<:uacione:s con dOll incógnitas: 

0= 1 

b", -1. 

(b) Con 106 valores eDcou~radOO!, dar la gnUica de la función 

l' Con e6t.o11 valores la función es 

8i f :S-1 

si -1<1<2 

si! 2: 2 
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y la. gráfica de la función ge l) es 

S. Derivar la función fez) "" J9 + (z + l j!l + -," . , -1 

" Derivamos 

Cálculo Dir~fI : od a l e lnt.egr&l 1 

q et) 

"(z) . 1 [2{Z+I)J+3(zl_1)(IJ-Z(2%). 
2J9+(r+I)2 (%1 1)2 

%+1 +3%'-1-2%1 
J9+(%+ IP (%' 1)1 

z+l _%'_1 
J9+(z+1)1 +3(z2_ 1)2 -

%+1 - 3 ~ 
J9+(r+l)' (%2_1)2' 

6. Existe una función V _ I(z) definida implicitan'lent.e por la expresión: 

1 
r2+%lt+~ - 8' 

Encontrar la ecuación de la recta tangente en el punto (O, i). 

,. Derivando: 

2l:+ (z~' + 1 x y) + 31111 ' _ O .. (%+3V)II' + (2z + 11) = 0 ~ 

• .2 , 2z+ ]I 
-"'>(z+3Y )II' --(2z+ II)-1I -= - z+3r 

y evaluando en el punto (O, i): 

y'(O, j) .. -~ .. -t --~ x ~ = -~, 
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la. ecuación de la. recta. tangente en el punto (0.1) e6 

7. Su f la longitud de la dia¡onal de un rectángulo cUyOl 1a.d08IH'nen longit ud ~. V rtJIpcctivamente. Si ~ aumenta 
COn una rapid .. ¡ de ! m /~ y si V di5m inuyt! con una rapidez de i mI', 

(a) ¿a que .amn eoItá cambiando la longitud de la diagonal ",,:oudo z ,. 3 m &: 1/"" 4 m? 
• Ver lo que sigue. 

(b) ¿La diagonal está aumentando o disminuyendo en _ iMlanle? 

• Usamos la ligura 

De la ligura. teneffiOll que: 

derivando con ro;pecto a 1: 

21(1)1'(1) ,., 2x(!).r'{I) + 21/(1)11'(1) 

, 2.%(I)z'(I) + 211(1)11'(1) r( l )z'(I) + 1/(1)1/'(1) 
1(1) _ 21(1) ,. I(t ) . 

Por lo tanto en el momento. digllmOli lO. en el que x( to) - 3 &: I/(to) '"' 4 . se liene 

I (~) "'- V31 + 41 .. ...I2s = s. 

Por datos proporciona.dos. se tiene que .r'( lo) =:! &: II'(~) ,. -l· 

Sustituyendo OIItOI dalO5 oblenemOOl 

La longitud de la diagonal crece en ese momento. 
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8. La suma del perímetro de un círculo y un cuadrado es de 16 cm. Hallar las dimensiones de las dos figuras que 
hacen mínima el área total encerrada. por ambas figUCM. 

l' El dibujo de ILmba.'lliguras es: 

De ambas tenemos: 

El perímetro del círculo: 21rr. 

El perímetro del cuadrado: 4%. 

El perímetro de ambas figu ras (usarnos la restricción dada): 

El área del circulo: 'lfT2 • 

El área del cuadrado: Z2. 

El área de ambas figuras: !lT2 + % ~. 

2,... + 4x = 16, 

É6t.a es la función de la que deseamos calcular el mínimo oon la restricción dada. 

lO) 

Esta función depende de dos "ariables. La relación entre estas variables viene dada por la condición (. J. De 
aquJ despejamos uDa variable. Elegimos arbitrariamente r 

16-4% 8-2.::.: 
,, =~=- ,- . 

lO") 

Sustituimos en ( .. ) 

A (x ) = ... ( 8 ~ :la:) 2 + x2 ~ A(x) = ~(8 _ 2%)2 + Xl Y tenemos, 

derivando, con rllllpecto a x : 

A ' '" ~ (8 - 2x)(-2) + 2% = - ~ (8 - 2x) + 2x; . , 
calculamos la segunda derivada: 

Esto no indica que la función A siempre es cóncava hacia arriba, el! decir , vamOl'l a encontrar un mínimo. 
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IgualilUlOla cero la prilD!'ra deri\"ad.a. para eOCOntriU la. puntos crítiOOl: 

- ~(8 - 2x) +2",,,,, O ~ - ~(8- 2z ) .. - 2r ~ 11- 2", _ ~z "" . . , 
~ 8 ... ~z+2z _ (~+ 2 ) z - " + 47 ""'''' _ ~ . 

2 2 2 ,.+4 

ÉIne es el valor que haa: mrn;lna el tUea A(z) 

Pa ra encont rar el \'3.lor d ~ r corre:spond il:'nte. 5ustituimO!! en ( •• • ) 

P' 1.. (8 - 2~) _ " (8,.+32 - 32) _" (~) ~ 
,. .. + .\ .. ,.+ 4 ,. .. +4 

, I 

~,"--

__ 7 . 

,. + 4 2 

O _ , el lado del cuadrado es el doble del radio del círculo 

9. Sea la función 1I (.l ) = 2r - 1572 - 36,1: 

(a) Encontrar las raicerl de lI(z ) 

'" T~ n e.-no. ! 

Una de 1 ... ra ice!! ftI z _ O. 

h(z) -= z (2z' - l~z - 36). 

Las ralees de la cuadrática 2z' - 15;.: - 36 se calculan: 

15±y'151 4(2)( 36) IH~ 
z"" 4 " 

'" 15 ±.,IS'i3::::: 1 ~±22. 64 95 "" / 9.41238 
4 4 \ - 1.91238 . 

(b ) Eoconlrar loe puntoe crlticns. Encont rar los intervaloe de monoto! ,!a 

'" DerivamOl: 
11 '(x) "" 6z' - 30z -36 = 6(x' - 5z -6) _6{:I"_ 6)(z + 1). 

Las ralees de la derivada IOn, claramente. z = - } &: z so 6 . 

Para el signo de la derivada Ill!i\n lOll la tabla: 

Intervalo 

z< - l«6) 

1 <x< 6 

z>6 (>- I) 

VemOl ~n t o n <:eS que: 
h(z) es creciente en (-oo. - 1) Y en (6, +(0); 

h(:I") el decr«: i ~nte en z E (-1 , 6). 

<+1 

+ 
+ 

Signo de 

• 6 (z + 1)(:1" 

+ 
-

+ + 

3) 

77 



76 Cálculo Diferencial e Integral 1 

8. La suma. del perímetro de un círculo y un cuadrado es de 16 cm. Hallar las dimensiones de las dOll figuras que 
hacen m(nima el área total encerrada por ambas figuru. 

• El dibujo de ambas figurall es: 

De ambas tenemos: 

El perímetro del circulo: 271"r. 

El perímetro del cuadrado: 42. 

El perímetro de ambas figurtU (usamOllla. restricción dada): 

El área del círculo: 'lfr2 . 

El área del cuadrado: 2'. 

El á.rea de ambas figuras: lfr' + Z2. 

2'1fr+4x= 16, 

Ésta I'!I'I la función de la que deseamos calcular el mínimo oon la restricción dada. 

A = 'Ir1"+x'. 

( ' ) 

(" ) 

Esta. función depende de dO!! variablcs. La relación entre estas variables viene dada por la oondición (* j. De 
aqul despejamos una variable. ElegimOll arbitra.riamente r 

16-4x 8-2.1" 
, ~---~ - -. ,. . (''' ) 

Sustituim08 en ( • • ) 

( ' - ")' 1 A(z) = :rr -.- + x, => A(x) = ;(8 - 2X)2 + x' y tenemOll, 

derivando, oon respecto a :1:: 

A' = ~ ( 8 - 2x)(-2) + 2;¡; = _i(8 - 2:1:) + 22; . . 
ca!eUhUIl08 la segunda derivada: 

E6to no indica que la función A lIiempre el! cónca\fll. h&cla arriba, el! decir , \flI.m08 a enoontrar un mínimo. 
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I(U&lamoll a oero la primera derivada, p&ra enoontrar 1<» puntos ct'tiOOll: 

Este es el valor que hace m'nima elll.rea A{z ). 

Para eDQ)nt.ra.r el valor de r correspondiente, lI115tituimos en ( ••• ) 

, _ ~ ( , _ ,~) ~ ~ (" + 32 -32) _ ~ ( ~ ) ~ ,.. ,.. + 4 ,.. ,.. +4 ,.. .+4 
, I 

~, _ __ "'_z . 
• + 4 2 

O sea, el lado del cua.dra.do es el doble del ra.dio del círculo. 

9. Sea la funcíón h(z ) _ 2z3 - ISz ~ - 3M . 

(a) Encontrar IIIS rai~ de h(z) 

.. Tenema.: 

Una de las ra~ es r :0. 

h{r ) _ z (2z1 - ISz - 36). 

Las raíCleli de la euadritica 2z1 - ISz - 36 11e calculan: 

IS ± y lS2 4(2){ 36) 15 ± ~ 
z _ 4 4 

IS ±.;m IS± 22.649S {9.41238 
- --,- - "" 4 .., - 1.91238 . 

(b) Encontrar 101 puntOl critico.. Encontrar los intervalO!! de m o n o tonl ~ 
.. Derivama.: 

h '( z ) _ 6z1 _ 30x _ 36 ,., 6(Zl - Sr - 6) = 6(x - 6)(x + 1). 
Las raíces de la derivada IIOn , claramente, z - - 1 &l r = 6. 
Para el signo de la derivada usamO!! la tabla: 

lnterva.lo 

x <-1« 6) 

1 <x< 6 

%>6(> 1) 

VemOl entonces que: 
h{r) es creciente en (-00, - 1) Y en (6 , +00); 
h(r) ftI decreciente en z E (_ 1,6). 

Signo de 

, + I , -6 (x + l )(z - J ) 

- + 
+ -
+ + + 

77 
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(e) Enoontrar Jos puntos de inllexi6n, Encontrar los intervalos de concavidad 
., Calculamos!a segunda derivada: 

h"(z)=12x - 30. 

Cálculo Diferencial e Integral 1 

Los ceros o raíces de la segunda derivada se calculan de la siguiente forma: 

30 5 
12:1: - 30= O~;r: = 12 = 2 = 2.5 . 

Para calcular el signo de la. segunda derivada tomamos puntos de muestra en ca.da uno de los intervalos 
en los cuales la recta real queda dividida por la r&ÍZ :z; = 2.5. 

Intervalo Muestra Valor de h" = 12% - 30 

z < 2.5 O 

z> 2.5 10 

Vemos entonces que: 

h(z) es cóncava hacia abajo en:¡; E (- 00,2.5); 
hez) es OOncava hacia arriba en:z: E (2.5,+00). 
El punto [2.5, h(2.5)] = (2.5, - 152.5) es de inflexión. 

(d ) C1as.ificar 106 puntos críticos de h(x) 
., Si usamos el criterio de la primera derivada vemos que: 

-30 

90 

En x = -1 la primera derivada cambia de signo de más a menos, tenemOll un miUimo locaL Vemos 
también que h"(- l) = -46 < O corrobora el resultado anterior . 
En % = 6 la primera derivada cambia de signo de menos a más, tenemos un mínimo local. VemOli también 
que h 1/(6) = 42 > O corrobora el resultado anterior. 

(e) Dar un bosquejo de la gráfica 
't' EvaluamOli la función hez) en algunos pUllt.oB: 

JI: hez) = 2;1;3 _15zl - 36% 

- 1 19 

6 -324 

Con toda la información anterior podemOli hacer un bosquejo de la gráfica de la función h(;I;): 

'" , .. 

-152.5 
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lo Determinar los valore! de x para los cuales esta definida la función f(x) = .,14 _ 9ril y obtener también el 
intervalo fOfmado por 1M imligenes f ez ) . 

.,. Dominio de fez): 

Rango de f ez): 

",ro, 

D, = {x E R 14 - 9:.:2 ~ O} = {% E R 14 ;::o: 9,,1} = { ,; E R I ~ ?: xl } _ 

= {XE R I ~;::o: IXI}= {ZE R I- ~ ~ r~ ~} = [-~,j]; 

R, = { 11 E R I existe:z: E [-j,~] tal que 11 = ¡(Xl } = 

= {II ER I eXistex E { - ~ ,~J tal que Y=v'4 - 9:r1 } ; 

Por lo que, si 11 = .,14 - 9z', el punto (:r;, /1) está en la elipse 0011 centro Cil el origen (O, O), CUYOII ejes están sobre 
los ejes coordenadOll Z = O &: !I = O; dicha elipse tiene semieje mayor igual a 2 en el eje de las 1/; tiene semieje 

2 
menor igual a :3 en el eje de 1M :ro ahora , oomo 11 ;:: 0, se tra.ta exclusivamente de 111. semielipse superior ; por 

último, el conjunto de todas las imagcnes ¡(xl es el intervalo !{I, 21 . 

2. Un taxista cobra 4.80 pesoII por el banderazo que es el costo por subirse y recorrer men05 de 500 m; pero cobra 
0.65 pe808 por cada t ramo subsiguiente de 500 m (completo o parte). Expresar el (XI$to C (~n pe9OII) de un 
viaje como función de la distancia:l: recorrida (en kiló metl"Ol'l) para O < % < 3 Y gralicar esta función. 

,. Vem06 que 

1

,·"' · 0$« 0., 
5.45 5; 0.5 <:1:< 1 

C(% ) = 6. lOsi l 5:%< 1.5 
6.75 s; 1.5S%<2 
7.405; 25:%<2.5 

8.058i2.5 5: %<3. 

79 
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,~ . 
... - - - - - - -- - - - - - - - - - -,....--..., 
1. 40 -------------- _ 

6.75 --------- • .--.¡ 
6.10 - - -,.....-.+ , 
S.H - _ 

4. 80 

.. , 
Podríamos sintetizar esto diciendo que 

Cálculo Diferencial e Integral 1 

1 n 
C(r) = 4.8 + 0.65%, donde '2(n - 1) Sr < 2,n E { 1, 2,3,4,5,6} . 

Claramente esta. fu nción se puede generalizar al caso en que n E N. 

3. Dada la función /(r) 

obtener: dominio y raíCe!i; intervalos de oontinuidad y puntos de discont inuidad (dRSificados); aslototas vertí­
cale! y IIorizonta.les. 

'f' Dominio: DI = {.:z; E R 12z2 + z - 3 # O} . 

- 1±.,I l+24 - 1±v'25 =-1±5= { I, 
Pero , 2 x1+ z -3=O~ z = 4 

4 4 -'2; 

luego, D, = R - { -~,l}. 

Para hallar las r&Í0C6 resolvamos: 

2r2+7r+6=O~r"" - 7 ±v'49=48 , - 7±v'i =~= { - ~ 
4 4 - 2 ; 

luego, las ralces serian r = - ~ y ta.mhién r = - 2; pero. oomo - ~ rt DI . entonces la ún ica. raíz es x = - 2. 

La función es oontinua en su dominio: (-00, - ~) U ( -~, 1) U(l,+oo)¡ es disoontinua en:r = -~ y en r = 1. 

Ahora, como 

( ') 2 z+"2 (x+2) 

tim /(x ) = lím ( ') 
z- -l z- -f 2 :1:+ 2 (%-1) 

eu % o: - ~ la d iscontinuidad no es esencial, es n:movible, a di ferencia de lo que ocurre en x = 1, pues ahí: 

. . :1:+2 
%~'r ... / (x) = %~~~ ;=t = :too; 
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MÍ, la discont inuidad en z '" 1 es esencial, de hecho es infinita. y la recta. z = 1 es asíntota vertical. 

Para determinar las aslntota.'l horizontales caJculamoa: 

z 1+-( , 
11m I(z )"" lim z + 2 .. Um z 

.-±- ~_± oo z - 1 . -±_ ( 1 
z 1 - ­

• 
Luego la recta. ¡t - 1 es asíntota hnriwntal. 

, 
1 + - 1 

.. 11m __ z ""_ ... 1. .-:1:_ 1 1 
1 - -

• 

8l 

4. Se qu i e~ oonstrui r una caja de baae roctan¡ular que sea tres _ má.llatga que ancha, que teD¡a tapa y que 
pueda oontener 15 dm3 de abono para planl.&8. c..leular las dimensiones que debe tener dicha caja pU& que 
req uiera la nrenor ea.ntidad de matf:rw en su ooDStrueci6n. 

• Hagamoll un boequejo de la. eaj&: 

, 
L _____ ___ ___ _ 

y 

" 

La función de la que queremos hallar su mínimo es el área de la caja: 

A _ 2)( 3z' + 2)( Zll + 2 )( 3zll = 6z1 +8zll - 6z' .. 8z5z- ' = 6z' + 40z- 1 =-
40 12r - 40 3 40 10 =- A'(z ) _ 12z _ ii = - -. - ,- - O~z = i2" "3 ~ 

,¡¡o (10)1 , 
cotx _ V"3 = 3' ... 1.4938016& 11- (y)'/! -

~)( 3" 1 = 51/ ' )( 3'/
3 .. . fSX9 _ .@ ... 2.2407024 . 

.. 5"3 )( 2'/3 ~ V --¡-- V'4 

Como A"(z) .. 12 + SOz-3 = 12 + ~ > O. se tratl< de un minimo para A{z) y sucede cuando 
• Z::lO: 1.494 & 11"" 2.241 , 

2z 
5. Pan. la. función I (x) " z , + 1 ' 

obtener: dominio. raJoes y p&l'idad; intervalo. de cT'ecimiento y de decrecimiento; mbirnClOl y mi~imoa , local"",)' 
abeolutos; intervaloe de oonc:avidad Iw::ia. a.rriba y hacia abajo; punta. de inHexión y un bo&queJo de la gr!ific.a_ 



" Cálculo Diferencial e lntgtnU 1 

" Dominio: DI = R , rab,J: = 0, le::) e!l impar. 

, 2 ( r ~+ 1 )-2z)(2z _ 2z1+2 1 _ %1 
J (rj _ (::2+1)2 "" (r2 + 1)2 - 2(%2+ 1)1 =O# z "'±1. 

Veamos el signo de la derivada: 

Intervalo (-00,-1), (-1, 1) (1,+00) 

Valor de l' ; 1'(-2) < O J' (O) > O 1'(2)<0 

SigIlO de /': j '(r ) < O /'(::) > O / '(rl < O 

I~ decreciente er~nte decnciente 

También !le puede ver d irectamente, pues el Si¡DO de I '(l:) nos lo da I -:el. 

En 1-1,/(-1)J .. (_1 . ...2...) ... (-1, -1) hay un mínimo loal por el criterio de la primera derivada, y en 
1 + 1 

(1, 1) hay un máximo local: 

/,,(x) '" 2 _ 2:1:(%2 + 1)' - 2(.1"2 + 1)2.1"( 1 - ::2) _ 4 _:1:(3:2 + 1) - 2:¡:-(1 - r') '" 
(%2+ 1)4 (%2+1 )3 

_ %3_ %_ 2%+2z3 ::.:' -3l: %' _ 3 v'3 
_ 4 (::2+1)3 -\1:2+ 1)1 " 4%(%2+ 1)3 = O-=% = o&:: - ± 3 . 

An!logamente, veamos e l signo de 1"(::) 

IntervaJo (-00, -,/3), (-,/3,0) (O, ,/3) (./3,+00) 

Valor de ¡ti : 1"(-2)<0 1"(- 1) > O /"(1) < O 1"(2) > O 

Si¡node J ": /,,(r)<O 1"(%) > O I''('r) < O /,,(r;) > O 

1M convexa cóncava convexa cóncava 

ThnI.O en 

( -,,/3) ( -,/3) ( r. ,/3) (-v'J,/(- J3>]"" - .;3. 3 +1 = -Ja,-,- <=:O(- 1.7320:i08,-O.8660254),(O, O)comoen v3'2 

hay punto!! de inflexión. 

Tam bi ~ n 



Recuperación, evaluación 11 
83 

Con estos datos, la. grlllica de la función I (z ) f8 la siguiente: 

( ( JI ) 

Resulta entonces que (1, 1) CII el máxinll,l abeoluto; y que (-1, - 1) es el m[nimo absoluto. 

6. La función I tiene la grtt'ica siguiente: 

.. ·······¡r·········~ 

., 

De ella determinar: dominio, rafl8o, ra.ioes, intervaJoe de continuidad y di!lCOntinuidade.¡ (cla.sificadu); intervalos 
de monotonía y concavidades, puntos de inflexión; dónde I no el! difereneiable (no tiene derivada): puntos 
crítiOOB. de 1: clasificar estos puntos. Y además encontrar Joe lIiguientes límites: 

lím J(z): l!m I (z); Um J(z ): 11m J(z) ; lim /(z) & 1(1) , 1(2) , /(5 ). 
z_~ - z _&' z _ l - z_2+ z_ ~"" 

• Dominio: DI = (-1, +(0). 

Ranco: R, '" (- <x>,-UU (o. +<x». 

Raines: z _ J fII núz. 
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Ea continua en [-1, llU (1,2) U (2, 5) U [S, +00); es discontinua en :t = 1, donde la discontinuidad es removi­
ble; también en x = 2, donde t iene una. discontinuidad esencial (infinita); por último, en :t = 5, donde la 
discontinuidad igualmente es esencial. 

El! creciente en [-1, 01 , [3, 51 Y [6, +(0) Y decreciente en [O, 1), [1, 2), (2, 3] Y [5, 6J. 

Es convexa en (-1, 1), (1, 2), [3, 41 Y 16, +00) Y cóncava en (2,3], [4 , 5) Y [5, 7J. 

SUS pUlltos de inRexi6nson (3,0), (4, 1) Y (7,8). 

La función f no es derivable en x = 1, x = 2, x = 3 ni en :t: = 5. 

Sus puntos crítiOO5 son z = 0, x = 4 k:t = 6. 

En x = O hay un mwmo al igual que en :t = 5; ambos ¡ocalea. 

En X = 3 Y en x = 6 ha.y mínimos; a.mb<::o!: locales. 

Loe limites: 11m f(x) = 4; 11m f(x) = 8; liro f(:t) = -00; lím ¡(xl = +00; /(1) = O; f(2) = 4; 
~_5- ~_5+ 2_2- ~-,+ 

/ (5) = 8; r~~oo fez) no existe. 
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1. IV.solver la desigualdad 13 - ~ ¡ > 2z2 + 3 . 

" Equivale a dos dmigualdades: 

La primera, a su vez, equivale a 2:r:2 + 3 - 3 + l: < 0, transponiendo t.érminos, y ésta B. 2",2 + z < O. 

Como 2:1:-2 + z ... z(2%+ 1), este producto es negativo.si: 

.,0 y h+l < O o bien « O y 2% + 1 > 0; 
00 y 2% < - 1 o bien «O y 2% > - 1, 

1 z>O o bien 1 
y x <-2 z < o y ::< > - 2' 

.. (-;.o) .. 0 o bien 

Luego, parte del oonjunto solución de la desigualdad propuesta es el conjunto: 

0u(-H - (-;.o) · 
La otra parte la haHaremOll re!JOlviendo la ot ra desigualdad, análogament.e: 

3 - :1: < _ (2z2 +3) ~ 2%2 + 3 + 3 - % < 0 'l'> 2z1 _ 2:+6 < O. 

Sabemos qlU: 2z1 - X + 6 F O para cualquier ;r; E R, pues el discriminante b ~ - 4cc = (_ 1)2 - 4(2)(6) < O. 

Sabemos tambj~n que ~ = 2.1'2 - Z + 6 es una pará.bola que dirige Su ooocavidad hacia la pa.rU superior. 

Con eIItas condiciones, la pará.bola t iene que estar fOno$B.mente en la parte superior del eje de l8IIl: ; y por lo 
tanto, N = 2z1 - X + 6 > O para toda z . 

Y, por último, el conjunto IIOlución resultante es únicamente el intervalo ( - ~ , o). 

Por ejemplo, :r; = O &l:l: = - ! no satisfacen ala desigualdad propuesta pues: , 
1 :l - 0 1 i'2 ( O } ~ +J 

y también: 13 - (-U 1 '" 13 + ~ I ", 3 + ~ i'2( -~r + 3 - 3+ ¡ = 3 + ~ . 

2. Sea la función ~ = (:1:' _ 1)2 v'i"=""i. 

En<:uen~ r e la ecuadón de la.a rectas tangente y normal a la gr,ui ea. en el punto (0,2). 



" Cálculo Diferencilll e Integral 1 

" Calculamos la pendiente de la recta. tangente usando la. derivada: 

1/ ' = 2(%2 _ 1)2xJ4"="i _ {%2 _ 1)2 = (2:2 - 1)[& (4 - :r;) - (x 2 
- 1)1 

2~ 2~ 

_ (l:' - 1)(32% _ &;2 - x2 + 1) (%2 _ 1)(_9%2 + 32x + 1) 

- 2y'4"="i 2v'4-'i 

Y en % = O la pendiente de la recta tangente el! entonces; 

I - 1 - 1 1 1 
!I (O) = 2v'4"=O = 2J4 = - '2'X"'2 = - 4 

y la ecua.ción de la recta tangente en el punto (0,2) será: 

1 1 
Y - 2 = -4(% - O) ~ ~ = -4% + 2. 

La pendiente de la recta normal es 4 y la. ecuación de la recta normal en el punto (O,2) es: 

1/ - 2 = 4(:1: - O) '* Y = 4% + 2. 

3. Sea. la fundón 

{
Z~l 5;%< - 2 

f {z )= - =+2/1 si Iz l:S 2 
3 _ z 2 8i,; > 2. 

En c ue n ~ [ e valores a, b !)lI.fa que la función _ continua en todo punto. 

" En los úniOOEl punt06 donde podrfa. no ser continua I es en - 2 y en 2. Para que sea continua. en ellos se 
tiene que cumplir 

lím f ez) = 1(2) y que Iím ¡ (x ) = / (-2) 
~ _2 ", _ _ 2 

y para ello se tiene que cumplir 

Iím f(x ) = Ifm f (z ) = - 2a + 2/1; lím ! (x l = ¡jm ¡(xl = 2a + 2b. 
~ _~~ ~_2- % _ _ 2+ ,, _ _ ~ _ 

Como; 
11m f ( r )= 3 -( 2 }~=3- 4 =- 1 , lím f (r )=-2a + 2b, 
z_ ~ + z_~ -

se t iene que cumplir - 2a + 2b = - 1 . 

Análogamente; 
1 1 

z~~.f ( r )= 2a + 2b , %.!!~ _ f ( r ) = - 2 + 1 "" =t '"' -1 ; 

luego, 2a + 2b = - 1. 

f -2a + 2b =-1 
ResolvamOi!l pues el sistema 1. 2a + 2b = - 1 Humando ambas ecua.ciollClllineaJes con dO!l incógnitas; t.enemOi!l! 

4b = - 2 ~ b = 2 = _ : y, sustituyendo este valor en la segunda ecuación, tenemO!l; 
4 , 

O 
2a - 1 = - 1 =lo 2a = O ~ a = "2 = O. Dar un boIIquejo de la gráfiC& con eetOi!I valor<l8 

" La función COn estos valo res es; 

{
r:l 5ir <-2 

f{r )= - 1 5 i l r l~ 2 

3 _r2 5i r> 2 . 
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La gn.6ca de la función I (z) fe: 

n x) 

-, 
-, 

\ 
El decir , unimOll IOll dQIJ segmentos de la parábola 11 "'" 3 _;¡-2 Y de la hipérbola 11 = - ' - oon un Ie8mento de 
larectall =-1. %+1 

4. Un polinomio paa.a. por I0Il puntal (-5, 10), (2,3) Y (17, - 1). 

¿Cuántas ra.lcee: tiene como mínimo? Justifique su mspuesta. 

,. Una, pues siendo continua en toda la recta, la función polinomial p{z) es positiva. en 2 puesto que P(2) .. 3; 
yea negativa en 11 ya que p(t7) ... - 1; por ]0 que entre 2 y 17 la función tiene al mclIOEI una raíz, por el 
teorema del Valor Intermedio. 

5. Dada la función definida. por f(z) = 3x ~ - SI', o bt.e~I ; ra.íoes, intervalos de crecimiento y de decrecimiento; 
puntoa crítiOOll y su cJa.sifice.ción; Intervalos de concavidad hacia a rriba y de ooncavidad hacia abajo; punto!! de 
inflexión y Un bosquejo de la gtálica. 

,. CalculemOlJ: 

3:1:6 _5%' _ :z:3(,3%2 -5) = 0 ~ ~ =0" 3%2 -5- Oe¡.z = 0 & z~ = ~ = 
~:z:=Ok 1 :Z:1 _ ~Q:Z: _ O&%""±1.2909944 . 

Éstas son las raíoes de f que concuerdan oon el hecho de que /('z) es impar. 

Para determinar I0Il intervalos de crocimiento se deriva / : 

/ '(%),.. 15%. _ 15%' -;o. 15%'(%' - 1) '" O # 

# %' _ O &t. %1 _ 1 ~ O # % = O &t. (% + 1)(" - 1) _ O ~ % = O&.% = ±l. 

F.sto. trfll'l puntQII erltkos - 1, O &: 1 dividen la recta en cuatro intervalOll donde la derivada tiene 1000lJiguien(.ej 
a[ItOO8: 

Eliltiendoarbitrariamente ±2 E (-00, - 1)U (1. +(0) se tiene que 1'(±2) > O "" f(" ) e$ creciente en (-00, - 1) 
y en (1, +00 ). 

An!Iog;amente, elisiendo ± ~ E (- I,O)U{O, 1) se '~que l' (±D < O .... 1(% ) e$ decreciente en (- 1.0) 'J en 

{O, 1). 
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En % = - 1 la fun~ión pasa de ser creciente a ser decrec::iente por lo que 

[-I , / (- I)J = [_ 1.3(_ I )S - 5(_ 1)31 = (-1, - 3+ 5) = (-1,2) 

es un máximo relativo; 

el , - 2) es !JI! mínimo relativo. 

Siendo ! (-z ) decreciente en (-1, O) Y (O, 1), en (O,O) la función no tiene valor extremo. 

Para la concavidad se deriva nuevamente: 

j "(x ) = 60:,;3 - 30x = 30%(2%2 - 1) = O ~ x = O!.t z = ± ~ "" ±O.7011067 . 

Se determina el signo de la segunda derivada en los cu.&.tro interva10s donde la segunda derivada no es cero: 

En ( - oo ,- ~) . eligiendo - 1 E ( -oo.- ~). se tiene que 1"(- 1) < O; luego, f (:z: ) di rige BU concavidad 

hacia abajo en ( -oo,- ~) . 

Yen (~ ,+ oo ) . la dirige hacia arriba. 

En ( - ~ , o) , - ~ E ( - ~ , o), f" ( -D > O; luego, f ez) dirige su concavidad hacia arriba en (-72,0). 
Yen cambio, la dirige hacia abajo en (o. ~) . 

Los t res puntos: 

[-;,+ ;,)] ~ [-;'.3(-7,)' -s(-Ml ~ 

son de inOexiÓn. 

"" (-72' -0.5303301 + 1.767767) "" (-0.7071067, 1.2374369) 

[0, / (0)) = (0, 0) y 

[~ , /(~) ] ~ (0 , 7071067 , ~1.2374369 ) 

Con toda la información obtenida, la gráfica de f(z ) queda de la siguiente manera: 

f (>< 1 

·2 -------------
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. 3:¡;3- IO:z:+3 
6. Sea. la función / (:¡;) - :¡;3_:¡; 6 . 

Ew::: ~ntre 'u dominio, SU$ raloes. Clllllilique ,lA disoontinuidadel. Encuentre IIA aaintotlll! horizontales y 
vertk:ales. Encuentre'lA interva lo!! de crecimiento y decrecimiento. Encuentre sus intervalol de ooncavidad. 
flap un boaquejo de la , rüca. 

" Para el dominio tenemOll: 

D,_ {:I:E R.1:¡;~ - :r - 6"O} = {:¡;E R 1(:z:+2)(:r - 3)#,0} = 
_ {:¡; E R 1:z:+2#-Oy :¡; - 3#0} = {X E R Ix# - 2 y:tj13} = 
.. R-{ - 2,3). 

, 
Luego, la única rae" (II:¡; - j pues x - 3 t. D, . 

CalculemOll: 

>(. -!)<.-3) >(. - l) 
tim / (x) = lím 3 lím = 'foo y 

~ __ 3~ 2 __ 2~ (oE + 2)(% 3) .. _ _ 3~ (:z: + 2) 

3(.- l) 3(,-j) ,(';') ,m 8 
~ ~ / ( x )=!~ (x+2) - 3""+"2 - 5 " -5--5' 

De aquí se desprende que la discontinu idad en :.: _ 3 el! removible y que en :¡; = -2 es _nc:W, preciSiUJlente 
infinita. 

También que la recta :z: = - 2 es asíntota ~rtica1. 

Pan determinar lu horizontales calculamoa: 

:0$(' --'-
-)---;¡;f- - lím 3:¡; _ 

._:too 1 +_ 
• 

'" 3(1-0) _ ~ _ ~ ,.,3; 
1 +0 1 1 

luego, ,,= 3 es IlllÍnlota horizontal. ... ( .. _ .!. \ 

~ Para precisar la monotonía de la función caleulllffiOll su derivada, lomando /(;r;) = :1: + 2
3 

para x 1- 3. de 

hecho:l: E D,: 
, 3:1:+6 - 3", + 1 7 O' 

/(:.:)- (:z:+2)2 - (:z:+2)Í > , 

luer;o, J(z ) el creciente en (-00, -2), (-2.3) Y en (3. +0:;» Y no tiene puntO!! c:r¡ti~ . 

y tamb i~ n para :z: E D, : 
1 x 2 14 

/,,(:z:) - (1(l: + 2)-'1' .. - (;¡: + 2)3 .. - (:.: + 2)3 . 

Si z > -2 ~ :.: + 2> ° q / "(:.:) < O (para :z:;' 3) =- la función / ('I!I convexa en (-2,3) Y en (3, +00). 



00 

Si x < - 2 ~ x + 2 < O => I"(x) :> O", la función f ES cóncava en (-00, -2). 

f(O)""~=-~. -, , 
El bosquejo de la gráfica de ! (:r.) e'l' 

[(xl 

CiUculo Diferencial e Integral 1 

7. Se va a fabricar una lata ciHndrica sin tapa para m otener 10 cm3 de líquido. Encuentre laI! dimellti;onel que 
minimi2:arán el C06to del metal requerido para fabricar la lata.. 

" Usamos la figura 

'"' 

Tenemos que: 

QueremOO'l que INI& mlnima la cantidad de material requerido, eti decir , el área: 

A = "rl + 21rrh. 

Allí expresada el á.rea es función de dos variables: r & h, pero como están relacionadas a través de la expresión 
para el volumen de la lata, podemos despejar a una de ella!! en t ~ rmin os de la otra. El! mas cómodo de9pejar 
h 
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Sustituyendo este valor en la expresión para el área, la tendremOfl expresada como función de una única variable 

A(r ) = ..... 2 + 2 .. r~r -~ = .. r2 + 2Or- 1. 

HallclllOfl SUS puntos crltiCOll : 

, 20 20 3 20 f!lO 
A(r )= 2 .r r -2=0 ~2 .. r=2~r =-~ r = -""1.4710137cm, 

r r 2.. .. 

con lo cual: 

Como: 
A "(r) = 2 .. + ~ > O, !le t rat.a en efecto de un mínimo. 
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L Resolver 12%- 3 1 > 4. 
%+1 

" Sa bemOl'l que z:+ 1 .,,0. 

CollBideramos dos cuos: 

(a) x + 1 :> O => La desigualdad propuesta equivale a 

12% - 3 1> 4(% + 1) ~ 12:r: - 31:> 4% + <1 

y ésta, a IIU vez, a las dos desigualdsdas 

:u- - 3 > 4x + 4 Y 23: - 3 < - (4% + 4) .... 2% - 3 < - 4:1: - 4. 

La primera equivale a 
7 

2% - 4x :> 3 + 4 ~ -2% > 7 ~ x < - '2 ; 
pero, OOIDO x+ 1 :> O .... x :> -1, por este camino no existe % E R que satisfaga a la desigualdad propUe5ta. 

Ahora veamOll la ~gunda desigualdad: 

1 
2x - 3 < -4%- 4 .... 2x+4%< 3-4 .... 6% <-1 .... %< - ¡¡" 

Como para este caso:r: > -1 => % E ( - I ,- ~) . 
(b) %+1<0 

12% - 31 
No tenemos solución en este caso, pUe6to que 12% - 31 <!: O => ~ :S 0, 00 puede Be! > <1 

En resumida.!l cuentas el conjunto solución de la desigualdad propuesta es: 

(-I-D 
Comprobem06 por ejemplo que:z: " -i 1)0 satisface a la dC!>igualdad origiMl: 

93 



2. Sea la función 
si %:5 - 1 

si - 1<:1:<2 

si:l: = 2 

si:l: > 2. 

Cálculo Diferencial e Integral I 

Encontrar Jos valores de a, 6, e para que la función sea continua en todo punto . 

., En 1011 úmalll puntos en donde hay duda de la continuidad es en :1: = - 1 Y en % = 2 donde la función deja 
de !ler lineal para pasar a ser cuadrática. y viceversa, por lo que ahl tenemOll que asegurar que: 

lím /(:1:) = /(- 1) y que Um /(:1:) = /(2). 
~ __ I ~ _1 

Es decir , Que: 
lim /(:1:)= lfm /(:1:)= - 2(-1)-3= 2 - 3 =-1 

~ _ _ I+ .,-- 1-

y que 
lim /(:1:) = lím / (:1: ) = c. 

z _2+ ._1 -

De aquí obtenemOll las siguientes ecuaciones, dado que: 

porloqueo+b =- l. 

También: 

lfm f(:I:) = lím {=' + 6)= 0(-1)1+6=0+b; • __ \+ • __ 1+ 

11m /(:1:) = 11m (- 2% - 3)=-2(-1)-3 = 2 - 3 = - 1; .,-- \- .--\-

Um / (:1:)= 11m (~% + 5) = ~(2)+5 = 3 +5= 8 ; __ 2+ .,_2+ 2 2 

Iím f (:I: ) = lím (=' + 6) = 0(2)2+ 6 = 40 +6; 
.. _ 1 - ._2-

luego, 40 + 6 = 8 Y también e = 8. 

Re5olvamOll por último el sistema. de dOll ecuaciones lineales COII dos incógnitas 

{
O+ b =-¡ 

40+b =8. 

Restando de la segunda la. primera. obtellemOll que: 

9 
Jo = 8- (- 1) ~ Jo = 8 + 1 ~ Jo = 9 ~o= 3 ~o = 3. 

y sust it uyendo CIlte valor en la. primera. tenemos: 

3 + b = -1 *'" b = - 1 - 3 *'" b = - 4. 

Con estos va.lores la. función cont inua. en R es: 

si %:5-1 

si - 1 <%< 2 

si:l: = 2 

si:l: > 2 
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o bien: 

{

-2z_3 

/ (z) _ ~~ - 4 

2z+5 

.iz'$-1 

si - 1 < z < 2 

siz ~ 2 . 

" 

3. Eoamtrar las dos ecuaciones de 1 ... ectN t.a.n&ent.elt a la grá6ea de la función 11 = z'- + I que pM&n por el 
ori&en. 

" Cualquier punto de la gráfica. de la función 11 _ r + I tiene por coordenadas ( z"z~ + 1) 

y la pendiente de cualquier recta tan¡ente ~ 11 ' _ 2.1: , . 

Luego, la ecuación de cualquier recta tangente es de la forma: 

Ahora, si va a pasar por el origen (O, O), estas coordenadas la deben liIltisfacer, por lo que 

-zl - I = 2%,(- %.) ~ - %~ -1 - - 2z ~ ~:d _1 ~ IZII - 1 ~ Xl" ±1; 

entonces 1M dO$ etl.W:ionN de 1M rectM laogentes a la gráfiea de JI _ x~ + l que pasao por el origen son: 

1/ - (11 + 1) .. 2( 1)(% - 1) ~ 1/- 2 :: 2% - 2 ~ JI = 2z 

y la.Dlbién: 
11_1(_1)1 + 11 _ 2( -1)1%- (- llJ ~ JI-2 - - 2% - 2 ~ 11 = -2%. 

4. Se d_ haa!. una caja .bierla con una pieza cuadrarla de material de 12 cm de lado, cortando cuadritoll 
~a.IeB de cad. ellQuina. Hallar el máximo volumen que puede lograrse oon una caja así. 

" Si oomponemos la figura , tenemoe: 

.. 

· ••••• T •• •• •••• · ••••• • ·t···-

n·,. 

'T"""" r' 
El volumen, que DOII piden es: 

V(.t-) ,., (12 _ 2Z)1:1< =- .z ( 4%~ _ 48.z + 144) _ 4%l - 48x
1 + 14b 
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Sus puntos crítiCOll son: 

V'(z ) = 12xl - 96x + 144 = O ~ 

~x = 96 ± .,19216 6912 
24 

96±v'23Oi = 24±48 = f3 
24 24 \-1. 

Podemos desechar :z; = - 1, pues físicamente no tiene sentido que sea. negativo, en cuyo caso, para x = 3 cm el 
volumen es: 

V(J) =3(12 - 2(3W = 3(12-6)2 = 3 x 62 = 3 x 36 = lOS cmJ
. 

Como: 
V"(x) = 24:r: - 96 y V"(3l = 72 - 96 < 0 , 

se t rata de un máximo. 

5. Sea lafunci6n/(x ) = :z;2:2:1: -3 . 

(a ) Encontrar lasll.5Íntota.s verticales y horizontales 

• Comox2 - 2z = :Z;(2: - 2)=> D, =R-{O,2}. 

En su dominio: 

¡ (xl = __ ' _ _ 3 = _ 1 __ 3 '= 1 - 3;[; + 6 = - 3x + 7 '* 
%(x-2) :1:-2 %- 2 x-2 

'* lím /(x) = lím -3X+, 7 = ±oo pUe5 :0_2" ~ _2" x -

I~T t{-3x + 7) = -3(2)+ 7 = -6+ 7 = 1;. O Y %~T/r- 2 ) = 0=*= ; 

por lo que la recta X = 2 es as(ntota. venicaL 

En cambio x = O no es asíntota vertical pues: 

lím f(x } "" lím - 3;(; + 7 = - 3(0) + 7 = ..!.... = _!. 
%_0 %_0 :1:-2 0-2 - 2 2 

Para calcular 11\11 asíntotas horizontales estimamos: 

Por 10 que la recta 11 = -3 es asintota horiz.ontal. 

( b) Encontrar los punto!! de discontinuidad y clasificarl05 

,. Como ¡(x) = x - 3
1
(x

2 
- 2x ) es una función racional, e!j continua en su dominio y, de acuerdo a 10 

, " calculado en el incoo anterior, en x = O la discontinuidad es removible; en x = 2 la discontinuidad es 
esencial, de hecho infinita. 
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(e) H~ r un bosquejo de la. gráfica 

• Una gráfica de la función f(-x ) que cumple con Jo anterior es: 

fr.) 

", 
~=--~---'fF--:::,:------f-"::-:-=uu=---=---~---~ 

-lIl \ : 

" \i 
La única rilÚ: de f (-x) es cuando: 

- 3z+7 = 0~ - 3z = - 7~z = ::!.. = ~ 
-3 3 ' 

6. Sea la función f ez) = Z4 _ 4-x3 . 

(a) Encontrac las miCell, 108 puntos crlti<;Oll y 1011 puntos de inllexión de la función 
l' Tenemos que 

-x
4 

_ 4z3 = 0~z 3(z_ 4) - O~z = 0 & -x =4 110111118 ralces de la función; 

f' (z) - 4-x
3 - 12x1 = 4-x2{z - 3) = O ~ z = O & z = 3 son Jos puntos críticos; 

¡"(-x) = 12x
2 - 24x = 12-x(x - 2) = O ~ z = O & Z = 2; 

asi mismo, para el signo de la segunda derivada usamos la tabla 

Intervalo: Un valor de f" /,,(-x) es 

( - 00,0) /,,( - 1) _ (-12}(- 3) > O poIIitiva 

(0,2) /,,( 1)= 12{1 - 2)<0 negativa 

(2,+00) /,,(3) _ 12(3)(3 2) > O pOIJi tiva 

97 

Entonces los punt.Oll: [O,f(O)1 = (O, O) & [2,j{2)1 = [2, 23(2 - 4)1 = [2,8{-2)] = (2, - 16} !IOn de inflexión, 
pues en ellOB la gráfica cambia el !lel1tido de 5U concavidad. 

(b) Encontrar los inter \lalOB de monotonía y de concavidad de le. función 

• Veamos el lligno de la primera derivada 

Intervalo: Un valor de /' : /,(z) es 

(-00,0) /'( 1) _ 4(_1}2(_ 1 - 3) < O negativa 

(0,3) /, (1) - 4(1)2(1 - 3) < O negativa 

(3,+00) /'(4) _ 4(4)2(4 3) > O poIIitiva 

f ez) es 

decreciente 

decrecien te 

creciente 
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Por lo caleu1ado en el ¡oeiso anterior; 

I(z ) al cóncava eo (-00, O) U (2,00) Y convexa en (0, 2), ya que tU tales ooojuot08 la segunda derivada_ 
positiva. y Degativa, respectivamente. 

(e) Clasi6car loa punt06 erítiODl especifie&ndo el criterio que UIIa 

'" Como J(z) p!L'Ia de 8eI'" decreclmte a ler creciente, por el criterio de la primera derivada, ooncluilDOll 
que en el punto: 

[3, /(3 )[ - [3,33(3 - 4)1 = [3, 27(- 1)1 = (3, -27) 

hay un minimo que resulta !le! ablolutoj en cambio en el origen no hay valor extremo pues la funci6D pasa 
de ser decreciente a ser decreciente tarnbi~n . 

(d) Graficar la función 
,. Podernoe calcular también 

Um /(s) - 11m [., (1 - ~)l = +00. 
1_:1:00 ~_±oo % 

Con todo lo anterior, la griUica de I(z) es: 

f(lI ¡ 

- 16 -------------

·n -------------.-----
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